
Çàïèñêè ïî Êîìïþòúðíà Òîïîëîãèÿ

Áîðèñ Ãðîçåâ

Òîâà ñà íåîôèöèàëíè çàïèñêè îò êóðñà ”Êîìïþòúðíà Òîïîëîãèÿ“ íà
äîö. Äèìîâ, âîäåí ïðåç ëåòíèÿ ñåìåñòúð íà 2009/2010 âúâ ÔÌÈ íà ÑÓ. Âå-
ðîÿòíî èìà íåòî÷íè íåùà è ãðåøêè. Çàïèñêèòå ñëåäâàò ìàòåðèàëà ñòðèêòíî,
íî ñàìèÿ íà÷èí íà çàïèñâàíå ñå ðàçëè÷àâà îò ïèñàíîòî íà äúñêàòà.

Òúé êàòî ïðàâÿ çàïèñêèòå ïî âðåìå íà êóðñà, ñúäúðæàíèåòî ñå èçìåíÿ.
Ìîæåòå äà íàìåðèòå òåêóùà âåðñèÿ íà àäðåñ:
http://mustelinae.net/fmi/comp_top/

Òàçè âåðñèÿ å îò 5 þëè 2010 ã..
Òîçè äîêóìåíò ìîæå äà ñå ñ÷èòà ïðèòåæàíèå íà ”public domain“ è íå ñå

íàëàãàò íèêàêâè îãðàíè÷åíèÿ îòíîñíî ìîäèôèöèðàíåòî ìó è ðàçïðîñòðà-
íÿâàíåòî ìó â êàêâàòî è äà å ôîðìà. Èçõîäíèÿò êîä ìîæåòå äà íàìåðèòå
íà ãîðåñïîìåíàòèÿ àäðåñ â LATEX ôîðìàò.
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Êîíñïåêò:

1. Ìíîæåñòâà. Äåêàðòîâè ïðîèçâåäåíèÿ. Ðåëàöèè. Âèäîâå ðåëàöèè. Ôóí-
êöèè. Ðåëàöèè íà åêâèâàëåíòíîñò è ðàçáèâàíèÿ.

2. Ïðåäíàðåäåíè è ÷àñòè÷íî íàðåäåíè ìíîæåñòâà (=÷íì). Ëèíåéíî íà-
ðåäåíè è äîáðå íàðåäåíè ìíîæåñòâà. Àêñèîìà çà èçáîðà. Ëåìà íà
Êóðàòîâñêè-Öîðí.

3. Ðàâíîìîùíè ìíîæåñòâà. Òåîðåìà íà Êàíòîð çà ìîùíîñòòà íà åêñïî-
íåíòàòà. Îðäèíàëíè è êàðäèíàëíè ÷èñëà. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. Ìîù-
íîñò íà ðåàëíàòà ïðàâà.

4. Äåôèíèöèÿ íà òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî (=òî). Îòâîðåíè ìíîæåñòâà
è îêîëíîñò íà òî÷êà. Äèñêðåòíè è àíòèäèñêðåòíè òîïîëîãè÷íè ïðîñ-
òðàíñòâà. Àëåêñàíäðîâñêè ïðîñòðàíñòâà. Òîïîëîãèèòå R(P ),L(P ) è
Σ(P ) (= òîïîëîãèÿ íà Ñêîò) íà åäíî ÷íì P = (X,≤). Ïðàâà íà ìàé-
êúë

5. Áàçà íà òï. Âúâåæäàíå íà òîïîëîãèÿ ÷ðåç àêñèîìàòè÷íî çàäàäåíà áà-
çà. Òåãëî íà òï. Òåîðåìà íà Àëåêñàíäðîâ-Óðèñîí çà áàçè (áåç ä-âî).
Ïðàâà íà Çîðãåíôðåé. Ëèíåéíî íàðåäåíè ïðîñòðàíñòâà.

6. Ïðåäáàçà íà òï. Âúâåæäàíå íà òîïîëîãèÿ ÷ðåç àêñèîìàòè÷íî çàäàäå-
íà ïðåäáàçà. Ñðàâíåíèå íà òîïîëîãèè. Òåîðåìà: ôàìèëèÿòà îò âñè÷êè
òîïîëîãèè â äàäåíî ìíîæåñòâî å ïúëíà ðåøåòêà. Ãîðíî-èíòåðâàëíà òî-
ïîëîãèÿ, äîëíî-èíòåðâàëíà òîïîëîãèÿ è òîïîëîãèÿ íà Ëîóñúí â åäíî
÷íì.

7. Ëîêàëíè áàçè è áàçèñíè ñèñòåìè îò îêîëíîñòè â òï. Õàðàêòåð íà òî÷êà
â òï è õàðàêòåð íà òï. Âúâåæäàíå íà òîïîëîãèÿ ÷ðåç àêñèîìàòè÷íî
çàäàäåíà áàçèñíà ñèñòåìà îò îêîëíîñòè. Õàóñäîðôîâè ïðîñòðàíñòâà.
Ðàâíèíà íà Íåìèöêè. Êîíñòðóèðàíå íà Àëåêñàíäðîâñêî ïðîñòðàíñòâî
÷ðåç àêñèîìàòè÷íî çàäàäåíà íàé-ìàëêà áàçà. Òîïîëîãèÿ íà Õàëèìñêè
â ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà (= äèãèòàëíàòà ïðàâà)

8. Çàòâîðåíè ìíîæåñòâà. Âúâåæäàíå íà òîïîëîãèÿ ÷ðåç àêñèîìàòè÷íî
çàäàâàíå íà çàòâîðåíèòå ìíîæåñòâà. Êîôèíèòíà òîïîëîãèÿ, T1 ïðîñò-
ðàíñòâà.

9. Çàòâîðåíà îáâèâêà. Âúâåæäàíå íà òîïîëîãèÿ ñ ïîìîùòà íà îïåðàòîð
íà ×åõ èëè îïåðàòîð íà Êóðàòîâñêè. Êîíñòðóèðàíå íà Àëåêñàíäðîâñêî
ïðîñòðàíñòâî ÷ðåç îïåðàòîð íà çàòâîðåíà îáâèâêà.

10. T0 ïðîñòðàíñòâà. Ñïåöèàëèçèðàùà íàðåäáà è íåéíèòå ñâîéñòâà. Òåî-
ðåìà íà Àëåêñàíäðîâ çà ñïåöèàëèçèðàùàòà íàðåäáà. Áèåêòèâíî ñúîò-
âåòñòâèå ìåæäó ÷àñòè÷íèòå íàðåäáè â åäíî ìíîæåñòâî X è Àëåêñàí-
äðîâñêèòå T0-òîïîëîãèè â X. Òåîðåìà íà Êðèøíàìóðòè.
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11. Âúòðåøíîñò íà ïîäìíîæåñòâî íà òï - åëåìåíòàðíè ñâîéñòâà. Âúâåæäà-
íå íà òîïîëîãèÿ ÷ðåç àêñèîìàòè÷íî çàäàäåí îïåðàòîð çà âúòðåøíîñò.
Êîíòóð íà ïîäìíîæåñòâî íà òï. Òî÷êè íà ñãúñòÿâàíå è èçîëèðàíè òî÷-
êè. Íàâñÿêúäå ãúñòè, êîãúñòè è íèêúäå ãúñòè ïîäìíîæåñòâà íà òï.
Ãúñòîòà íà òï.

12. Íåïðåêúñíàòè èçîáðàæåíèÿ ìåæäó òï - îñíîâíè ñâîéñòâà è õàðàêòåðè-
çàöèè. Òîïîëîãèè, ïîðîäåíè îò ìíîæåñòâî îò ôóíêöèè - åëåìåíòàðíè
ñâîéñòâà. Îòâîðåíè è çàòâîðåíè èçîáðàæåíèÿ. Õîìåîìîðôèçìè.

13. Ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñóìè è ïðîèçâåäåíèÿ íà òï.

14. Ôèíèòíè òîïîëîãèè. Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà. Ïðèìåðè: ëèñò íà Ìüîáè-
óñ, ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà, áóòèëêàòà íà Êëàéí.

15. Äåôèíèöèÿ íà ðåøåòêà, ïúëíè ðåøåòêà è dcpo. Ïúðâà òåîðåìà íà
Ìàðêîâñêè (áåç ä-âî). Õàðàêòåðèçàöèÿ íà íåïðåêúñíàòèòå èçîáðàæå-
íèÿ ìåæäó dcpo-òà, ñíàáäåíè ñ òîïîëîãèÿòà íà Ñêîò. Òîïîëîãèèòå
Σc(P ).

16. Cpo-òà. Òåîðåìè íà Êíàñòåð-Òàðñêè è Òàðñêè çà íåïîäâèæíèòå òî÷êè
íà ìîíîòîííè èçîáðàæåíèÿ. Âòîðà òåîðåìà íà Ìàðêîâñêè (áåç ä-âî).

17. Òåîðåìà íà Òàðñêè-Êàíòîðîâè÷ çà íàé-ìàëêàòà íåïîäâèæíà òî÷êà íà
íåïðåêúñíàòî èçîáðàæåíèå. Îáëàñòè íà Ñêîò. Èíäóêöèîíåí ïðèíöèï
çà íåïîäâèæíè òî÷êè.

18. Ti-ïðîñòðàíñòâà, i = 3, 3.5, 4, 5, 6. Ëåìà íà Óðèñîí è òåîðåìà íà Òèòöå-
Óðèñîí (áåç ä-âà).

19. Êîìïàêòíè è ëîêàëíî êîìïàêòíè ïðîñòðàíñòâà - îñíîâíè ñâîéñòðà.
Òåîðåìà íà Òèõîíîâ çà ïðîèçâåäåíèÿ íà êîìïàêòíè ïðîñòðàíñòâà (áåç
ä-âî). Òåîðåìà íà Àëåêñàíäðîâ çà íåïðåêúñíàòèòå îáðàçè íà Êàíòîðî-
âîòî ìíîæåñòâî (áåç ä-âî). Òåîðåìà íà Ïåàíî (áåç ä-âî).

20. Ñâúðçàíè ïðîñòðàíñòâà - îñíîâíè ñâîéñòðà. Êîìïîíåíòà íà ñâúðçà-
íîñò. Òåîðåìà íà Æîðäàí (áåç ä-âî). Òîïîëîãè÷íà êëàñèôèêàöèÿ íà
êîìïàêòíèòå äâóìåðíè ïîâúðõíèíè (áåç ä-âî).

21. Äèãèòàëíà òîïîëîãèÿ. Òåîðåìà íà Õàëèìñêè (= äèãèòàëíà òåîðåìà íà
Æîðäàí) è òåîðåìà íà Ðîçåíôåëä (áåç ä-âî).
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1 Ìíîæåñòâà . . .

Ìíîãî ìíîãî íàêðàòêî - ñàìî íÿêîè íå ñúâñåì î÷åâèäíè íåùà, êîèòî ñå
èçïîëçâàò ÷åñòî.

Ëåìà. Íåêà f : A → B å ôóíêöèÿ. Òîãàâà f å áèåêöèÿ òî÷íî êîãàòî
ñúùåñòâóâà g : B → A, òàêàâà ÷å g ◦ f = IdA è f ◦ g = IdB, êúäåòî ◦
îçíà÷àâà êîìïîçèöèÿ.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà ρ ⊆ A×A. Êàçâàìå, ÷å ρ e ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò,
àêî å ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà è òðàíçèòèâíà ðåëàöèÿ.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà A ⊆ P(X), òîåñò A å ôàìèëèÿ îò ïîäìíîæåñòâà íà
X. Êàçâàìå, ÷å:

• A å ïîêðèòèå íà X, àêî ∪A = X.

• A å äèçþíêòíà ôàìèëèÿ, àêî (∀a, b ∈ A, a 6= b)(a ∩ b = ∅).

• A å ðàçáèâàíå íà X, àêî A å äèçþíêòíà ôàìèëèÿ, A å ïîêðèòèå íà
X è ∅ /∈ A.

Àêî ρ å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò â X è a ∈ X, òî êëàñ íà åêâèâà-
ëåíòíîñò íà a íàðè÷àìå ìíîæåñòâîòî [a] � {b ∈ X | aρb}. Îêàçâà ñå, ÷å
êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà åëåìåíòèòå íà X îáðàçóâàò åäíî ðàçáèâàíå
Aρ. Îáðàòíî, àêî å äàäåíî ðàçáèâàíå A íà X, ìîæåì äà äåôèíèðàìå ðå-
ëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò êàòî ïîëîæèì äâà åëåìåíòà äà ñà â ðåëàöèÿ ρA
òî÷íî êîãàòî ñà â åäèí è ñúù åëåìåíò íà A. Òàêà äåôèíèðàíîòî ñúîòâåòñò-
âèå ìåæäó ðàçáèâàíèÿòà è ðåëàöèèòå íà åêâèâàëåíòíîñò â åäíî ìíîæåñòâî
å áèåêòèâíî.
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2 Íàðåäáè . . .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà ρ ⊆ A×A. Êàçâàìå, ÷å ρ e:

• Ïðåäíàðåäáà, àêî å ðåôëåêñèâíà è òðàíçèòèâíà.

• ×àñòè÷íà íàðåäáà, àêî e ïðåäíàðåäáà è å àíòèñèìåòðè÷íà.

• Ëèíåéíà íàðåäáà, àêî å ÷àñòè÷íà íàðåäáà è âñåêè äâà åëåìåíòà íà A
ñà ñðàâíèìè: (∀a, b ∈ A)(aρb ∨ bρa).

• Ñòðîãà íàðåäáà, àêî å èðåôëåêñèâíà è òðàíçèòèâíà.

• Ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, àêî å ðåôëåêñèâíà, ñèìåòðè÷íà è òðàí-
çèòèâíà.

Äâîéêèòå (A, ρ) íàðè÷àìå ïðåäíàðåäåíè, ÷àñòè÷íî íàðåäåíè èëè ëèíåéíî
íàðåäåíè ìíîæåñòâà.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (A,≤) å ïðåäíàðåäåíî ìíîæåñòâî, B ⊆ A è m ∈ A.
Êàçâàìå, ÷å:

• m å ìàêñèìàëåí åëåìåíò íà (A,≤), àêî (∀a ∈ A)(m ≤ a⇒ a ≤ m)

• m å ìàæîðàíòà íà B, àêî (∀b ∈ B)(b ≤ m).

• m å ìèíîðàíòà íà B, àêî (∀b ∈ B)(m ≤ b).

• B å âåðèãà â (A,≤), àêî âñåêè äâà åëåìåíòà íà B ñà ñðàâíèìè.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (A,≤) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñòâî (÷.í.ì.), B ⊆
A è m ∈ A. Êàçâàìå, ÷å:

• m å íàé-ãîëÿì åëåìåíò íà A, àêî (∀a ∈ A)(a ≤ m).

• m å íàé-ìàëúê åëåìåíò íà A, àêî (∀a ∈ A)(m ≤ a).

• m å ñóïðåìóì íà B, àêî m å íàé-ìàëêàòà ìàæîðàíòà íà B. Îçíà-
÷àâàìå supB = m.

• m å èíôèìóì íà B, àêî m å íàé-ãîëÿìàòà ìèíîðàíòà íà B. Îçíà÷à-
âàìå infB = m.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ÷.í.ì. (A, ρ) ñå íàðè÷à äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî, àêî
âñÿêî íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî íà A èìà íàé-ìàëúê åëåìåíò.
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Àêñèîìà çà èçáîðà (AC): Íåêà A å äèçþíêòíà ôàìèëèÿ îò íåïðàçíè
ìíîæåñòâà (A å ðàçáèâàíå). Òîãàâà ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî S ñúñ ñâîéñòâîòî:

(∀A ∈ A)(∃y)(S ∩A = {y})

Òîåñò, àêî A å ðàçáèâàíå, ìîæåì äà ”èçáåðåì“ ïî åäèí åëåìåíò îò âñåêè
íåãîâ åëåìåíò. Àêñèîìàòà çà èçáîðà å íåçàâèñèìà îò îñòàíàëèòå àêñèîìè íà
ZF.

Òåîðåìà. Ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

1. AC (àêñèîìàòà çà èçáîðà)

2. Òåîðåìà íà Öåðìåëî: âñÿêî ìíîæåñòâî ìîæå äà áúäå äîáðå íàðåäåíî

3. LZ (ëåìà íà Êóðàòîâñêè-Öîðí): àêî (A,≤) å ïðåäíàðåäåíî ìíîæåñòâî
è âñÿêà âåðèãà â (A,≤) èìà ìàæîðàíòà, òî (A,≤) èìà ïîíå åäèí
ìàêñèìàëåí åëåìåíò.
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3 Îðäèíàëíè è êàðäèíàëíè ÷èñëà . . .

Òóê íåùàòà ñà äîñòà äåëèêàòíè, à àç íå çàïèñâàõ îñîáåíî ïîäðîáíî. Çàòîâà
íå ìè âÿðâàéòå ìíîãî . . .

Îðäèíàëíè ÷èñëà

Ïúðâî îùå ìàëêî íåùà çà äîáðèòå íàðåäáè.
Åäíî äîáðå íàðåäåíî ìíîæåñòâî âèíàãè å ëèíåéíî íàðåäåíî. Àêî èìà

ìàêñèìàëåí åëåìåíò, òî òîé å åäèíñòâåí. Âñåêè åëåìåíò, ñ èçêëþ÷åíèå íà
ìàêñèìàëíèÿ (àêî ãî èìà), èìà íàñëåäíèê. Íàñëåäíèêà íà a ñå áåëåæè ñ a+

è å íàé-ìàëêèÿò èçìåæäó âñè÷êè ïî-ãîëåìè åëåìåíòè � a+ � min{b | a ≤
b, a 6= b}

Íå âñåêè åëåìåíò èìà ïðåäõîäíèê - íàé-ìàëêèÿò íÿìà ïðåäõîäíèê, íî
ìîæå äà èìà è äðóãè áåç ïðåäõîäíèê � íàðè÷àò ñå ãðàíè÷íè.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (A,≤) å ä.í.ì. Ìíîæåñòâàòà îò âèäà {a ∈ A | a ≤
b, a 6= b} êúäåòî b å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà A íàðè÷àìå íà÷àëíè ñåãìåíòè
íà A.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (A,≤) è (B,�) ñà ÷.í.ì. è f : A → B å ôóíêöèÿ. f ñå
íàðè÷à ðàñòÿùà, àêî a ≤ b⇒ f(a) � f(b)

Äåôèíèöèÿ. Äâå ÷.í.ì. (A,≤) è (B,�) ñå íàðè÷àò èçîìîðôíè, àêî ñú-
ùåñòâóâà áèåêöèÿ f : A→ B, òàêàâà ÷å f è f−1 ñà ðàñòÿùè.

Òîåñò f ”çàïàçâà íàðåäáàòà“ � èìàìå a ≤ b òîãàâà è ñàìî òîãàâà
êîãàòî f(a) � f(b).

Ðåëàöèÿòà íà èçîìîðôèçúì â êëàñà íà âñè÷êè äîáðå íàðåäåíè ìíîæåñòâà
å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò íà òàçè ðåëàöèÿ
íàðè÷àìå îðäèíàëíè ÷èñëà1.

Òåîðåìà. Íåêà (A,≤) è (B,�) ñà äîáðå íàðåäåíè ìíîæåñòâà. Òîãàâà å
èçïúëíåíî òî÷íî åäíî îò ñëåäíèòå òðè óñëîâèÿ:

1. (A,≤) è (B,�) ñà èçîìîðôíè.

2. (A,≤) å èçîìîðôíî íà íà÷àëåí ñåãìåíò íà (B,�).

3. (B,�) å èçîìîðôíî íà íà÷àëåí ñåãìåíò íà (A,≤).

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (A,≤) è (B,�) ñà äîáðå íàðåäåíè ìíîæåñòâà è α è
β ñà òåõíèòå êëàñîâå íà åêâèâàëåíòíîñò â ðåëàöèÿòà èçîìîðôèçúì. Äå-
ôèíèðàìå ðåëàöèÿ ≤ ìåæäó îðäèíàëíè ÷èñëà, êàòî α ≤ β òî÷íî òîãàâà,
êîãàòî å èçïúëíåíî åäíî îò ïúðâèòå äâå óñëîâèÿ íà ìèíàëàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà. Êëàñúò Ord íà âñè÷êè îðäèíàëíè ÷èñëà å äîáðå íàðåäåí îò ðå-
ëàöèÿòà îò ìèíàëàòà äåôèíèöèÿ.

1Âúçìîæíî å îðäèíàëíèòå ÷èñëà äà ñå äåôèíèðàò åêâèâàëåíòíî êàòî ìíîæåñòâà, êîèòî
èçïúëíÿâàò îïðåäåëåíè óñëîâèÿ.
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Ïðè êðàéíèòå ìíîæåñòâà íåùàòà ñà ïðîñòè, çàùîòî çà ìíîæåñòâî ñ n
åëåìåíòà èìà åäèíñòâåíà äîáðà íàðåäáà ñ òî÷íîñò äî èçîìîðôèçúì. Íî íàï-
ðèìåð â ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà èìà ðàçëè÷íè äîáðè íàðåäáè.
Åñòåñòâåíàòà íàðåäáà ≤ å äîáðà íàðåäáà, êàêòî è íàðåäáàòà � ïðè êîÿòî

”ïúðâè“ ñà ÷åòíèòå ÷èñëà, à ñëåä òîâà íå÷åòíèòå2, íî òåçè äâå íàðåäáè íå
ñà èçîìîðôíè.

Êàðäèíàëíè ÷èñëà

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å äâå ìíîæåñòâà ñà ðàâíîìîùíè, àêî ñúùåñòâóâà
áèåêöèÿ ìåæäó òÿõ.

Ðàçãëåæäàìå ðàâíîìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâà êàòî ðåëàöèÿ â êëàñà íà
âñè÷êè ìíîæåñòâà. Îêàçâà ñå, ÷å òîâà å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò. Êëàñî-
âåòå íà òàçè ðåëàöèÿ íàðè÷àìå êàðäèíàëíè ÷èñëà.

Àêî A å ìíîæåñòâî, êëàñà íà åêâèâàëåíòíîñò íà A îçíà÷àâàìå ñ |A|.
Êàçâàìå, ÷å A íå íàäìèíàâà ïî ìîùíîñò B, àêî ñúùåñòâóâà èíåêöèÿ

îò A â B. Òàêà äåôèíèðàìå ðåëàöèÿòà ≤ â êëàñà íà îðäèíàëíèòå ÷èñëà �
|A| ≤ |B| àêî A íå íàäìèíàâà ïî ìîùíîñò B.

Òàçè ðåëàöèÿ ñå îêàçâà ëèíåéíà (äîáðà?) íàðåäáà â êëàñà íà êàðäèíàë-
íèòå ÷èñëà, êàòî íåéíàòà àíòèñèìåòðè÷íîñò ñëåäâà îò ñëåäíàòà

Òåîðåìà. (Êàíòîð-Øðüîðåð-Áåðíùàéí) Àêî A è B ñà ìíîæåñòâà, |A| ≤
|B| è |B| ≤ |A|, òî |A| = |B|.

Àêî |A| ≤ |B| è |A| 6= |B|, ïèøåì |A| < |B|.

Òåîðåìà. (Êàíòîð) Íåêà A å ìíîæåñòâî. Òîãàâà |A| < |P(A).

Ôóíêöèÿòà f : A → P(A), äåôèíèðàíà êàòî f(a) � {a} å èíåêöèÿ,
ñëåäîâàòåëíî |A| ≤ |P(A)|.

Äà äîïóñíåì, ÷å |A| = |P(A)|. Íåêà f : A→ P(A) å áèåêöèÿ.
Íåêà B � {a ∈ A | a /∈ f(a)}. Ïîíåæå B ⊆ A, à f å áèåêöèÿ, ñúùåñòâóâà

a0 ∈ A, òàêîâà ÷å B = f(a0). Íî òîãàâà a0 ∈ B ò.ñ.ò.ê a0 ∈ f(a0) ò.ñ.ò.ê.
a0 /∈ B.

Ñëåäîâàòåëíî íå å âÿðíî, ÷å |A| = |P(A)|, ñëåäîâàòåëíî |A| < |P(A).

Äåôèíèöèÿ. Íåêà τ = |A|, η = |B| ñà êàðäèíàëíè ÷èñëà è A ∩ B = ∅.
Ïîëàãàìå:

• τ + η = |A ∪B|

• τ.η = |A×B|

• τη = |{f |f : B → A}|
2Òîåñò, m � n òî÷íî êîãàòî (m å ÷åòíî è n å íå÷åòíî) èëè (m è n ñà ñ åäíàêâà ÷åòíîñò

è m ≤ n).
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Òâúðäåíèå. Îïåðàöèèòå + è . ñà êîìóòàòèâíè, àñîöèàòèâíè è äèñòðè-
áóòèâíè.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà τ = |A| å êàðäèíàëíî ÷èñëî. Ïîëàãàìå

2τ = |{f | f : A→ {0, 1}}|

Òâúðäåíèå. Íåêà A å ìíîæåñòâî. Òîãàâà |P(A)| = 2|A|

Òâúðäåíèå. Íåêà τ å áåçêðàéíî êàðäèíàëíî ÷èñëî è n ∈ N. Â ñèëà ñà
ðàâåíñòâàòà:

• τ + τ = τ

• τ = τ.τ = · · · = τn

Ñëåäñòâèå: Ïðàâàòà è ðàâíèíàòà ñà ðàâíîìîùíè: |R| = |R2| = · · · = |Rn|.

Ìîùíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà îçíà÷àâàìå ñ ℵ0.

Äåôèíèöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî A å èçáðîèìî àêî |A| ≤ ℵ0.

Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî è ìîùíîñò íà R
Ìíîæåñòâîòî

C �
{ ∞∑
n=1

2.an
3n
| (∀n ∈ N+)(an ∈ {0, 1})

}
ñå íàðè÷à Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî. Âñåêè åëåìåíò íà òîâà ìíîæåñòâî å ñõîäÿù
ðåä (ñõîäÿù, çàùîòî èìà 3n â çíàìåíàòåë), ñëåäîâàòåëíî òîâà å ìíîæåñòâî
îò ðåàëíè ÷èñëà � C ⊆ R. Ñúùî, âñåêè åëåìåíò å îïðåäåëåí îò åäíà áåçê-
ðàéíà ðåäèöà an (êàòî n ñå ïðîìåíÿ îò 1 äî ∞). Ùå âèäèì, ÷å íà ðàçëè÷íè
ðåäèöè îòãîâàðÿò ðàçëè÷íè ðåàëíè ÷èñëà.

Íåêà k ∈ N+. Îçíà÷àâàìå ñ xk ïðîèçâîëåí ðåä îò âèäà
∑∞
n=k+1

2.an

3n . Çà
xk èìàìå ñëåäíàòà îöåíêà:

0 ≤ xk ≤
∞∑

n=k+1

2
3n
≤ 2

3k+1
(1 +

1
3

+
1
32

+ . . . ) =
1
3k

.
Íåêà ñåãà x ∈ C å ïðîèçâîëíî.

• Àêî a1 = 0, èìàìå x = x1, ñëåäîâàòåëíî 0 ≤ x ≤ 1
3

• Àêî a1 = 1, èìàìå x = 2
3 + x1, ñëåäîâàòåëíî

2
3 ≤ x ≤ 1

È â äâàòà ñëó÷àÿ x /∈ ( 1
3 ,

2
3 ). Äà ðàçãëåäàìå ïúðâèòå äâà ÷ëåíà íà ðåäèöàòà.

• Àêî a1 = a2 = 0, èìàìå x = x2, ñëåäîâàòåëíî 0 ≤ x ≤ 1
9
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• Àêî a1 = 0, a2 = 1, èìàìå x = 2
9 +x2, ñëåäîâàòåëíî

2
9 ≤ x ≤

2
9 + 1

32 = 1
3

• Àêî a1 = 1, a2 = 0, èìàìå x = 2
3 + x2, ñëåäîâàòåëíî

2
3 ≤ x ≤

7
9

• Àêî a1 = a2 = 1, èìàìå x = 2
3 + 2

9 + x2, ñëåäîâàòåëíî
8
9 ≤ x ≤ 1

Ñåãà îñâåí, ÷å x /∈ ( 1
3 ,

2
3 ) ïîëó÷àâàìå è x /∈ ( 1

9 ,
2
9 ) ∪ ( 7

9 ,
8
9 ). Ïî òîçè íà÷èí,

ðàçãëåæäàéêè ñòîéíîñòèòå íà ïúðâèòå ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà ìîæåì äà îï-
ðåäåëèì èíòåðâàëè, îò êîèòî íÿìà òî÷êè â Êàíòîðîâîòî ìíîæåñòâî. Àêî
ïðîäúëæèì òàêà, íà âñÿêà ñòúïêà ùå ïîëó÷àâàìå îùå èíòåðâàëè, â êîèòî
íÿìà òî÷êè.

Íåêà an è bn ñà äâå ðàçëè÷íè ðåäèöè îò íóëè è åäèíèöè è íåêà x è y ñà
åëåìåíòèòå îò Êàíòîðîâîòî ìíîæåñòâî, ñúîòâåòíè íà òÿõ. Íåêà k ∈ N+ å
ïúðâîòî ìÿñòî, íà êîåòî ðåäèöèòå ñå ðàçëè÷àâàò. Íåêà (ÁÎÎ) ak = 0, bk = 1.
Íåêà îçíà÷èì

∑k−1
n=1

2.an

3n =
∑k−1
n=1

2.bn

3n = c. Òîãàâà x = c + xk+1, à y =
c + 2

3k + yk+1, êúäåòî yk+1 å ðåä îò âèäà íà xk+1, çà êîéòî âàæè ñúùàòà
îöåíêà. Òîãàâà:

c ≤ x ≤ c+
1

3k+1
< c+

1
3k
≤ y

.
Ñëåäîâàòåëíî x 6= y. Ñëåäîâàòåëíî èìàìå èíåêòèâíî èçîáðàæåíèå îò

ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ðåäèöè îò íóëè è åäèíèöè, êîåòî å òî÷íî {f : N+ →
{0, 1} | f å ôóíêöèÿ }, â C. Âñúùíîñò, C å äåôèðàíî êàòî ñòîéíîñòèòå íà
òîâà èçîáðàæåíèå, ñëåäîâàòåëíî òî å áèåêòèâíî. Ñëåäîâàòåëíî |C| = |{f :
N+ → {0, 1}}| = 2ℵ0 . È ïîíåæå C ⊆ R èìàìå |C| ≤ |R| (èäåíòèòåòúò å
èíåêöèÿ). Îòòóê ñëåäâà 2ℵ0 ≤ |R|.

Îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî � |R| ≤ 2ℵ0 ìîæåì äà äîêàæåì êàòî ðàçãëåäàìå
ôóíêöèÿ, êîÿòî íà ðåàëíî ÷èñëî îò (0, 1) ñúïîñòàâÿ áåçêðàéíèÿò ìó äâî-
è÷åí çàïèñ3. Ðàçëè÷íèòå ÷èñëà èìàò ðàçëè÷åí çàïèñ, ñëåäîâàòåëíî èìàìå
èíåêòèâíà ôóíêöèÿ îò (0, 1) â ìíîæåñòâîòî íà ðåäèöèòå îò íóëè è åäèíèöè.
Îòäåëíî |R| = |(−π2 , π2 )| çàùîòî tg(x) å áèåêöèÿ, è |(0, 1)| = |(−π2 , π2 )|, çàùîòî
f(x) = x.π2 å áèåêöèÿ.

Îòòóê ïî òåîðåìàòà íà Êàíòîð-Øðüîäåð-Áåðíùàéí ïîëó÷àâàìå |R| =
2ℵ0 . Îçíà÷àâàìå |R| = C.

3Âñúùíîñò òîçè çàïèñ íå å åäèíñòâåí, çàùîòî íàïðèìåð 1 ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êà-
òî 1, 000 . . . è 0, 111 . . . , íî òîâà ìîæåì äà ãî

”
çàîáèêîëèì“ êàòî ïîèñêàìå çàïèñà äà

íå çàâúðøâà ñ åäèíèöè. Ìîùíîñòòà íà ïîëó÷åíîòî ìíîæåñòâîòî íå ñå ïðîìåíÿ, çàðàäè
òâúðäåíèåòî, ÷å çà áåçêðàéíî A, àêî |A| < |B|, òî |A \B| = |A|
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4 Äåôèíèöèÿ íà ò.ï. . . .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà X å ìíîæåñòâî è τ ⊆ P(X). τ ñå íàðè÷à òîïîëîãèÿ â
X, àêî óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå àêñèîìè:

• (O1) ∅ ∈ τ,X ∈ τ

• (O2) Àêî U1, U2 ∈ τ , òî U1 ∩ U2 ∈ τ
(τ å çàòâîðåíî îòíîñíî êðàéíî ñå÷åíèå)

• (O3) Àêî τ ′ ⊆ τ , òî ∪τ ′ ∈ τ
(τ å çàòâîðåíî îòíîñíî ïðîèçâîëíî îáåäèíåíèå)

Äåôèíèöèÿ. Íåêà X å ìíîæåñòâî è τ å òîïîëîãèÿ â X. Äâîéêàòà (X, τ)
íàðè÷àìå òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî (ò.ï.). Åëåìåíòèòå íà X íàðè÷àìå
òî÷êè. Åëåìåíòèòå íà τ íàðè÷àìå îòâîðåíè ìíîæåñòâà.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è x ∈ X. Êàçâàìå,
÷å U å îêîëíîñò íà x àêî U ∈ τ è x ∈ U .

Ïðèìåðè:

1. Íåêà X å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî. Òîãàâà (X,P(X)) å òîïîëîãè÷íî
ïðîñòðàíñòâî. Íàðè÷àìå ãî äèñêðåòíî ïðîñòðàíñòâî.

2. Íåêà X å ïðîèçâîëíî ìíîæåñòâî. Òîãàâà (X, {∅, X}) å òîïîëîãè÷íî
ïðîñòðàíñòâî. Íàðè÷àìå ãî àíòèäèñêðåòíî ïðîñòðàíñòâî.

3. Íåêà n ∈ N+. Äåôèíèðàìå åñòåñòâåíàòà òîïîëîãèÿ τåñò â Rn òàêà: Åäíî
ìíîæåñòâî U ⊆ Rn å îòâîðåíî, àêî çà âñÿêî x ∈ U ñúùåñòâóâà êúëáî
ñ öåíòúð x, êîåòî ñå ñúäúðæà â U . Ïî-íàäîëó èìà òî÷íà äåôèíèöèÿ.

4. Íåêà X = {0, 1}, τ = {∅, X, {1}}. Íàðè÷àìå (X, τ) ïðîñòðàíñòâî íà
Ñåðïèíñêè.

Òâúðäåíèå 1. Íåêà (X, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è U ⊆ X. Òîãàâà
U ∈ τ (U å îòâîðåíî) ò.ñ.ò.ê. çà âñÿêà òî÷êà x ∈ U ñúùåñòâóâà îêîëíîñò
V íà x, òàêàâà ÷å V ⊆ U .

→) Íåêà U å îòâîðåíî. Òîãàâà ñàìîòî U èçïúëíÿâà èñêàíèòå óñëîâèÿ.
←) Íåêà U ⊆ X è å èçïúëíåíî óñëîâèåòî îò òâúðäåíèåòî. Òîåñò,

(∀x ∈ U)(∃Vx ∈ τ)(x ∈ Vx ⊆ U). Òîãàâà U =
⋃
x∈U

Vx, êúäåòî âñÿêî Vx å îò τ .

Îò (O3) ïîëó÷àâàìå U ∈ τ .

Äåôèíèöèÿ. Åäíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ñå íàðè÷à
Àëåêñàíäðîâñêî, àêî å çàòâîðåíî îòíîñíî ïðîèçâîëíî ñå÷åíèå. Òîåñò àêî å
â ñèëà:

(∀τ ′ ⊆ τ)(∩τ ′ ∈ τ)
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Àêî X å êðàéíî ìíîæåñòâî, òî âñÿêî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî (X, τ)
å Àëåêñàíäðîâñêî, çàùîòî òîãàâà τ ñúùî å êðàéíî (è ìîæåì äà ïðèëîæèì
(Î2) êðàåí áðîé ïúòè). Â îáùèÿ ñëó÷àé òîâà íå å â ñèëà, íî èìà è áåçêðàéíè
Àëåêñàíäðîâñêè ïðèñòðàíñòâà.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X,≤) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñòâî (÷.í.ì.), íåêà
x ∈ X è A ⊆ X. Âúâåæäàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ4:

↑x � {y ∈ X | x ≤ y}
↓x � {y ∈ X | y ≤ x}

⇑A �
⋃
a∈A

↑a

⇓A �
⋃
a∈A

↓a

Ìíîæåñòâàòà ↑x è ↓x íàðè÷àìå ñúîòâåòíî ãîðåí è äîëåí êîíóñ íà x.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X,≤) å ÷.í.ì è M ⊆ X. Êàçâàìå, ÷å M å:

• Äÿñíî, àêî: (∀x ∈M)( ↑x ⊆M)

• Ëÿâî, àêî: (∀x ∈M)( ↓x ⊆M)

Òâúðäåíèå 2. Íåêà (X,≤) å ÷.í.ì. è A ⊆ X. Òîãàâà A å äÿñíî ò.ñ.ò.ê.
A =⇑A.

→) Íåêà A å äÿñíî. Òîãàâà (∀x ∈ A)( ↑x ∈ A), òîåñò ⇑A ⊆ A. Íî, çà
âñÿêî a ∈ A èìàìå a ∈↑a, ñëåäîâàòåëíî A ⊆⇑A. Ñëåäîâàòåëíî A =⇑A.
←) Íåêà A =⇑A, òîåñò A =

⋃
a∈A

↑a. Íåêà a ∈ A å ïðîèçâîëíî. Òîãàâà

↑a ⊆ A, ñëåäîâàòåëíî A å äÿñíî.
Àíàëîãè÷íî ñå âèæäà, ÷å A å ëÿâî ò.ñ.ò.ê. A =⇓A.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà P = (X,≤) å ÷.í.ì. Îçíà÷àâàìå ôàìèëèÿòà îò âñè÷êè
äåñíè ïîäìíîæåñòâà íà X ñ R(P ) (à òàçè îò ëåâèòå � ñ L(P )):

R(P ) � {A ⊆ X | A =⇑A}

L(P ) � {A ⊆ X | A =⇓A}

Òâúðäåíèå 3. Íåêà P = (X,≤) å ÷.í.ì. Òîãàâà (X,R(P )) è (X,L(P )) ñà
Àëåêñàíäðîâñêè ïðîñòâàíñòâà.

Ùå ïðîâåðèì àêñèîìè (Î1) è (Î3) è óñëîâèåòî îò äåôèíèöèÿòà çà àëåê-
ñàíäðîâñêî ïðîñòðàíñòâî çà äåñíèòå ìíîæåñòâà. Àêñèîìà (Î2) ñëåäâà îò
òîâà óñëîâèå, äîêàçàòåëñòâîòî çà ëåâèòå ìíîæåñòâà å àíàëîãè÷íî.

4Íà ëåêöèè èçïîëçâàõìå åäèíè÷íè ñòðåëêè çà äâåòå îçíà÷åíèÿ, íî òóê èçïîëçâàì äâîé-
íà â åäèíèÿ ñëó÷àé çà äà èçáåãíà îáúðêâàíèÿ
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• (Î1) ∅ è X î÷åâèäíî ñà äåñíè (∅ =⇑∅, X =⇑X).

• (Î2') Íåêà U = {Uα | α ∈ A} å ïðîèçâîëíà ïîäôàìèëèÿ íà R(X).
Íåêà x ∈ ∩U å ïðîèçâîëíî. Çà âñÿêî α ∈ A èìàìå, ÷å Uα å äÿñíî è
x ∈ Uα, ñëåäîâàòåëíî ↑x ⊆ Uα. Òîãàâà ↑x ⊆ ∩U , íî x å ïðîèçâîëíî,
ñëåäîâàòåëíî ∩U å äÿñíî.

• (O3) Íåêà U = {Uα | α ∈ A} å ïðîèçâîëíà ïîäôàìèëèÿ íà R(X). Íåêà
x ∈ ∪U . Òîãàâà (∃α ∈ A)(x ∈ Uα). Íåêà α èìà òîâà ñâîéñòâî. Òîãàâà
↑x ⊆ Uα, çàùîòî Uα å äÿñíî. Íî Uα ⊆ ∪U , ñëåäîâàòåëíî ↑x ⊆ ∪U ,
òîåñò ∪U å äÿñíî.

Ñëåäîâàòåëíî (X,R(P )) å Àëåêñàíäðîâñêî ïðîñòðàíñòâî.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà P = (X,≤) å ÷.í.ì. è ∅ 6= D ⊆ X. Êàçâàìå, ÷å D å
íàñî÷åíî, àêî (∀x, y ∈ D)(∃z ∈ D)(x ≤ z, y ≤ z).

Äåôèíèöèÿ. Íåêà P = (X,≤) å ÷.í.ì. è U ⊆ X. Êàçâàìå, ÷å U å Ñêîò-
îòâîðåíî, àêî U å äÿñíî è å èçïúëíåíî:
Àêî D ⊆ X å íàñî÷åíî, D èìà ñóïðåìóì è supD ∈ U , òî U ∩D 6= ∅.

Îçíà÷àâàìå

Σ(P ) � {U ⊆ X | U ”å Ñêîò-îòâîðåíî“}

Òâúðäåíèå 4. Àêî P = (X,≤) å ÷.í.ì., òî (X,Σ(P )) å òîïîëîãè÷íî ïðî-
ñòðàíñòâî.

• (Î1) Íåêà D ⊆ X å íàñî÷åíî (D 6= ∅). Òîãàâà X ∩ D 6= ∅, òîåñò X å
Ñêîò-îòâîðåíî. Ïðàçíîòî ìíîæåñòâî ñúùî å Ñêîò-îòâîðåíî, çàùîòî íå
å âúçìîæíî supD ∈ ∅.

• (Î2) Íåêà U è V ñà Ñêîò-îòâîðåíè. Âå÷å ïîêàçàõìå, ÷å ñå÷åíèå íà
äåñíè ìíîæåñòâà å äÿñíî. Íåêà D ⊆ X å íàñî÷åíî è supD ∈ U ∩ V .
Òîãàâà U ∩D 6= ∅ è V ∩D 6= ∅, çàùîòî U è V ñà Ñêîò-îòâîðåíè. Íåêà
x ∈ U ∩ D, y ∈ V ∩ D. Òîãàâà x, y ∈ D è ïîíåæå D å íàñî÷åíî (∃z ∈
D)(x ≤ z, y ≤ z). Òîåñò z ∈↑x, z ∈↑y. Íî ↑x ⊆ U è ↑y ⊆ V , çàùîòî
U è V ñà äåñíè, ñëåäîâàòåëíî z ∈ U è z ∈ V . Òîãàâà z ∈ (U ∩ V ) ∩D,
òîåñò U ∩ V å Ñêîò-îòâîðåíî.

• (Î3) Íåêà U = {Uα | α ∈ A} ⊆ Σ(P ). Íåêà îçíà÷èì U = ∪U . Íåêà D ⊆
X å íàñî÷åíî è ñúùåñòâóâà supD ∈ U . Òîãàâà (∃α ∈ A)(supD ∈ Uα).
Òîãàâà, ïîíåæå Uα å Ñêîò-îòâîðåíî, èìàìå Uα ∩ D 6= ∅. Íî Uα ⊆ U ,
ñëåäîâàòåëíî U ∩D 6= ∅. Ñëåäîâàòåëíî U = ∪U å Ñêîò-îòâîðåíî.

Ñëåäîâàòåëíî (X,Σ(P )) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

13



Ïðèìåð: Íåêà X = {0, 1} è íåêà âçåìåì ÷èñëîâàòà íàðåäáà (0 ≤ 1).
Òîãàâà P(X) =

{
∅, {0}, {1}, {0, 1}

}
. Èìàìå:

⇑∅ = ∅

⇑{0} = ↑0 = {0, 1} 6= {0}

⇑{1} = ↑1 = {1}

⇑{0, 1} = ↑0∪ ↑1 = {0, 1} ∪ {1} = {0, 1}

Ñëåäîâàòåëíî äåñíè ñà ∅, {1} è {0, 1}. Âå÷å çíàåì, ÷å ∅ è {0, 1} ñà Ñêîò-
îòâîðåíè, äà ïðîâåðèì çà {1}. Íåêà D ⊆ {0, 1} å íàñî÷åíî è supD ∈ {1}.
Òîãàâà supD = 1, ñëåäîâàòåëíî D = {1} èëè {0, 1}. È â äâàòà ñëó÷àÿ D ∩
{1} = {1} 6= ∅, ñëåäîâàòåëíî {1} å Ñêîò-îòâîðåíî. Òàêà ïîëó÷àâàìå

Σ((X,≤)) = {∅, {1}, {0, 1}}

Òîïîëîãèÿòà íà Ñêîò âúðõó {0, 1} ñúâïàäà ñ òîïîëîãèÿòà íà Ñåðïèíñêè.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, M ⊆ X è U ∈ τ .
Ìíîæåñòâîòî U ∩M íàðè÷àìå ñëåäà íà U â M .

Òâúðäåíèå 5. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è M ⊆ X. Ïîëàãàìå

τ/M � {U ∩M | U ∈ τ}

Òîãàâà τ/M å òîïîëîãèÿ â M (íàðè÷à ñå èíäóöèðàíà òîïîëîãèÿ â τ îò M).
Äâîéêàòà (M, τ/M ) íàðè÷àìå òîïîëîãè÷íî ïîäïðîñòðàíñòâî íà (X, τ) (?).

Î÷åâèäíî τ/M ⊆ P(M). Âèæäà ñå, ÷å Z ∈ τ/M òî÷íî êîãàòî Z ñå ïðåä-
ñòàâÿ âúâ âèäà U ∩M çà íÿêîå U ∈ τ . Ùå ïðîâåðèì àêñèîìèòå.

• (Î1) ∅ = ∅ ∩M , M = X ∩M

• (Î2) Íåêà U∩M,V ∩M ∈ τ/M . Òîãàâà (U∩M)∩(V ∩M) = (U∩V )∩M .
Íî U ∩ V ∈ τ çàùîòî τ å òîïîëîãèÿ, ñëåäîâàòåëíî (U ∩ V )∩M ∈ τ/M .

• (Î3) Íåêà U = {Uα ∩M | α ∈ A} ⊆ τ/M . Òîãàâà ∪U =
⋃
α∈A

(Uα ∩M) =

(
⋃
α∈A

Uα) ∩M . Íî
⋃
α∈A

Uα ∈ τ , ñëåäîâàòåëíî ∪U ∈ τ/M .

Ñëåäîâàòåëíî (M, τ/M ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Òâúðäåíèå 6. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è M ⊆ X. Ïîëàãàìå τM = {U ∪K | U ∈
τ,K ⊆ X \M}.

Òîãàâà (X, τM ) å ò.ï. è (X \M, τM/(X\M)
) å äèñêðåòíî ò.ï.

• (O1) ∅ = ∅ ∪ ∅ ∈ τM è X = X ∪ ∅ ∈ τM
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• (O2) Íåêà U ∪K,V ∪ L ∈ τM . Òîãàâà

(U ∪K) ∩ (V ∪ L) = (U ∩ V )︸ ︷︷ ︸
∈τ

∪
(

(K ∩ V ) ∪ (U ∩ L) ∪ (K ∩ L)
)

︸ ︷︷ ︸
⊆X\M

∈ τM

• (O3) Íåêà U = {Uα ∪Kα | α ∈ A,Uα ∈ τ,Kα ⊆ X \M} ⊆ τM . Òîãàâà

∪U = (
⋃
α∈A

Uα)︸ ︷︷ ︸
∈τ

∪ (
⋃
α∈A

Kα)︸ ︷︷ ︸
⊆X\M

∈ τM

Ñëåäîâàòåëíî (X, τM ) å ò.ï. Äà ïðîâåðèì, ÷å (X \M, τM/(X\M)
) å äèñêðå-

òíî, òîåñò ÷å τM/(X\M)
= P(X \M).

Íåêà K ⊆ X \M . Òîãàâà ∅ ∪K ∈ τM è ìîæåì äà ïðåäñòàâèì K êàòî

K = (∅ ∪K)︸ ︷︷ ︸
∈τM

∩ (X \M)︸ ︷︷ ︸
⊆X\M

∈ τM/(X\M)

Ñëåäîâàòåëíî P(X \M) ⊆ τM/(X\M)
. Îáðàòíîòî âêëþ÷âàíå å î÷åâèäíî.

Óïðàæíèåíèÿ:

Â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè n å ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî (áåç
0). Àêî x, y ∈ Rn, îçíà÷àâàìå ñ ρ(x, y) ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó x è y. Òî îòãîâàðÿ
íà óñëîâèÿòà (çà ïðîèçâîëíè x, y, z):

1. ρ(x, y) ≥ 0 è ρ(x, y) = 0 ò.ñ.ò.ê. x = y

2. ρ(x, y) = ρ(y, x)

3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y)

Äåôèíèöèÿ. Íåêà x ∈ Rn è ε ∈ R, ε > 0. Êúëáî ñ öåíòúð x è ðàäèóñ ε
íàðè÷àìå:

B(x, ε) � {y ∈ Rn | ρ(x, y) < ε}

Äåôèíèöèÿ. Íåêà U ⊆ Rn. Êàçâàìå, ÷å U å îòâîðåíî_5, àêî:

(∀x ∈ U)(∃ε > 0)(B(x, ε) ⊆ U)

Ïîëàãàìå τ � {U ⊆ Rn | U ”å îòâîðåíî_“}. Ùå äîêàæåì, ÷å (Rn, τ) å
òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî (τ - åñòåñòâåíàòà òîïîëîãèÿ).

• (Î1) Î÷åâèäíî ∅ è Rn ñà îòâîðåíè_.
5Îòíîâî ðàçëè÷íî îçíà÷åíèå, çà äà íå ñòàâà îáúðêâàíå ñ äâåòå çíà÷åíèÿ íà

”
îòâîðåíî“
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• (Î2) Íåêà U, V ∈ τ . Àêî U ∩ V = ∅, òî U ∩ V ∈ τ . Èíà÷å, íåêà x ∈
U ∩ V . Òîãàâà (∃ε1 > 0)(B(x, ε1) ⊆ U) è (∃ε2 > 0)(B(x, ε2) ⊆ V ). Íåêà
ε = min{ε1, ε2}. Òîãàâà B(x, ε) ⊆ U ∩ V , òîåñò U ∩ V å îòâîðåíî_.

• (Î3) Íåêà U = {Uα ∈ τ | α ∈ A}. Íåêà U = ∪U . Íåêà x ∈ U . Òîãàâà
(∃α ∈ A)(x ∈ Uα). Íî Uα ∈ τ , ñëåäîâàòåëíî (∃ε > 0)(B(x, ε) ⊆ Uα).
Íî Uα ⊆ U , ñëåäîâàòåëíî (∃ε > 0)(B(x, ε) ⊆ U). Ñëåäîâàòåëíî U å
îòâîðåíî_.

Çàäà÷à: Íåêà x ∈ Rn è ε ∈ R, ε > 0. Äà ñå äîêàæå, ÷å B(x, ε) ∈ τ .
B(x, ε) ∈ τ òî÷íî êîãàòî (∀y ∈ B(x, ε))(∃δy > 0)(B(y, δy) ⊆ B(x, ε)). Íåêà

y ∈ B(x, ε) å ïðîèçâîëíî. Èçáèðàìå δy > 0 òàêîâà, ÷å δy < ε−ρ(x, y). Òàêîâà
èìà, çàùîòî ρ(x, y) < ε.
Íåêà z ∈ B(y, δy) å ïðîèçâîëíî. Òîãàâà ρ(y, z) < δy. Ïîëó÷àâàìå ïîñëåäîâà-
òåëíî:
ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z)
ρ(x, z) < ρ(x, y) + δy
ρ(x, z) < ρ(x, y) + ε− ρ(x, y)
ρ(x, z) < ε
Ñëåäîâàòåëíî z ∈ B(x, ε), ñëåäîâàòåëíî B(y, δy) ⊆ B(x, ε), ñëåäîâàòåëíî
B(x, ε) ∈ τ .

Çàäà÷à: Íåêà P = (X,≤) å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî ìíîæåñòâî, êàòî X å êðàé-
íî. Äîêàæåòå, ÷å R(P ) = Σ(P ).

Ïî äåôèíèöèÿ Σ(P ) ⊆ R(P ). Îñòàâà äà ïîêàæåì, ÷åR(P ) ⊆ Σ(P ), òîåñò,
÷å âñÿêî äÿñíî ïîäìíîæåñòâî íà X å Ñêîò-îòâîðåíî6.

Íåêà U ∈ R(P ) å ïðîèçâîëíî, íåêà D ⊆ X å ïðîèçâîëíî íàñî÷åíî è
íåêà supD ∈ U . D å êðàéíî è å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî, ñëåäîâàòåëíî èìà ïîíå
åäèí ìàêñèìàëåí åëåìåíò. Íåêà x, y ∈ D ñà ìàêñèìàëíè â D. Ïîíåæå D å
íàñî÷åíî èìàìå (∃z ∈ D)(x ≤ z & y ≤ z). Íî x å ìàêñèìàëåí è x ≤ z
ïî äåôèíèöèÿ (íà ìàêñèìàëåí åëåìåíò) îçíà÷àâà x = z. Àíàëîãè÷íî y = z,
ñëåäîâàòåëíî âñåêè äâà ìàêñèìàëíè åëåìåíòà íà D ñúâïàäàò, òîåñò D èìà
íàé-ãîëÿì åëåìåíò. Íåêà òîâà å m. Òîãàâà m å ìàæîðàíòà íà D, ñëåäîâà-
òåëíî supD ≤ m. Íî m ≤ supD, çàùîòî m ∈ D, ñëåäîâàòåëíî m = supD.
Òàêà supD ∈ D è supD ∈ U , ñëåäîâàòåëíî U ∩ D 6= ∅. Ñëåäîâàòåëíî U å
Ñêîò-îòâîðåíî.

6Äîêàçàòåëñòâîòî, êîåòî ñëåäâà íå å òîâà îò ëåêöèèòå, çàùîòî ãî íÿìàì çàïèñàíî.
Ìîæå äà íå å êîðåêòíî.
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Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) è (Y,O) ñà òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Íåêà
f : X → Y å ôóíêöèÿ. Êàçâàìå, ÷å f å íåïðåêúñíàòà, àêî çà âñÿêî V ∈ O,
ïðàîáðàçúò7 f−1[V ] ∈ τ

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) è (Y,O) ñà òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Ôóíê-
öèÿòà f : X → Y ñå íàðè÷à õîìåîìîðôèçúì, àêî å áèåêöèÿ è f è f−1 ñà
íåïðåêúñíàòè.

Äåôèíèöèÿ. Äâå òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà ñå íàðè÷àò õîìåîìîðôíè,
àêî ñúùåñòâóâà õîìåîìîðôèçúì ìåæäó òÿõ.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà X å ìíîæåñòâî è τ1, τ2 ñà òîïîëîãèè â X. Êàçâàìå,
÷å τ1 å ïî-ñëàáà îò τ2 (èëè, ÷å τ2 å ïî-ñèëíà îò τ1), àêî τ1 ⊆ τ2.

Ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè òîïîëîãèè â X å ÷àñòè÷íî íàðåäåíî îò òàçè
ðåëàöèÿ. Íàé-ñëàáàòà òîïîëîãèÿ â X å àíòèäèñêðåòíàòà - {∅, X}, à íàé-
ñèëíàòà � äèñêðåòíàòà - P(X).

Òâúðäåíèå 7. Íåêà Φ = {fα : (Xα, τα) → Y | α ∈ A, (Xα, τα) å ò.ï. }.
Ïîëàãàìå

τΦ � {U ⊆ Y | (∀α ∈ A)(f−1
α [U ] ∈ τα)}

Òîãàâà τΦ å òîïîëãèÿ â Y è âñè÷êè èçîáðàæåíèÿ îò Φ ñà íåïðåêúñíàòè
(ñïðÿìî (Y, τΦ)). Íåùî ïîâå÷å, τΦ å íàé-ñèëíàòà òîïîëîãèÿ ñ òîâà ñâîéñ-
òâî.

Àêñèîìèòå çà òîïîëîãèÿ:

• (Î1) Çà ïðîèçâîëíî α ∈ A, ∅ ∈ τα è ∅ = f−1
α [∅], ñëåäîâàòåëíî ∅ ∈ τΦ.

Ñúùî èìàìå f−1
α [Y ] = τα, ñëåäîâàòåëíî Y ∈ τΦ.

• (Î2) Íåêà U, V ∈ τΦ. Çà ïðîèçâîëíî α ∈ A èìàìå f−1
α [U∩V ] = f−1

α [U ]∩
f−1
α [V ], íî f−1

α [U ], f−1
α [V ] ∈ τα, ñëåäîâàòåëíî U ∩ V ∈ τΦ.

• (Î3) Íåêà U = {Uj | j ∈ J} ⊆ τΦ. Çà ïðîèçâîëíè α ∈ A è j ∈ J èìàìå
f−1
α [Uj ] ∈ τα, è ñúùî f−1

α [
⋃
j∈J

U ] =
⋃
j∈J

f−1
α [Uj ]. Ñëåäîâàòåëíî ∪U ∈ τΦ

Îñòàâà äà âèäèì, ÷å τΦ å ìàêñèìàëíà ïî âêëþ÷âàíå ñúñ ñâîéñòâîòî
(∀α ∈ A)(fα : Xα → Y å íåïðåêúñíàòà ). Íåêà O å òîïîëîãèÿ â Y ñ òîâà
ñâîéñòâî, è íåêà U ∈ O. Òîãàâà çà âñÿêî α ∈ A èìàìå f−1

α [U ] ∈ τα. Ñëåäî-
âàòåëíî U ∈ τΦ, ñëåäîâàòåëíî O ⊆ τΦ.

Íàðè÷àìå τΦ ôèíàëíà òîïîëîãèÿ çà ôàìèëèÿòà Φ.
7Òóê èçïîëçâàì îçíà÷åíèåòî f−1[V ] = {x ∈ X | f(x) ∈ V }, çà äà íÿìà îáúðêâàíèÿ.

Íà ëåêöèè èçïîëâàìå îáèêíîâåíè ñêîáè çà ïðàîáðàç.
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Ïðèìåðè: Íåêà Φ = {f}, êàòî f : (X, τ) → Y å ñþðåêöèÿ. Òîãàâà τΦ ñå
íàðè÷à ôàêòîðòîïîëîãèÿ â Y .

Àêî èìàìå ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò ρ â X, òî ôóíêöèÿòà f : X → X/ρ
äåôèíèðàíà êàòî f(x) = [x] å ñþðåêöèÿ. Àêî Φ = {f}, òî τΦ å ôàêòîð
òîïîëîãèÿ â X/ρ.

Îáðàòíî àêî èìàìå ñþðåêöèÿ f : X → Y , òî R � {f−1[y] | y ∈ Y } å
ðàçáèâàíå íà X. Îò ñúîòâåòíàòà ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò íà R ìîæåì äà
ïîñòðîèì ôàêòîðòîïîëîãèÿ.

ÍåêàX å ìíîæåñòâî è F ⊆ X. Ïîñòðîÿâàìå ðàçáèâàíåòî íàX (”ñëåïâàìå“
åëåìåíòèòå íà F )

R � {F} ∪ {{x} | x ∈ X \ F}

Íàïðèìåð àêî X = [0, 1] ⊆ R è F = {0, 1}, òî ïîëó÷åíàòà ôàêòîðòîïîëî-
ãèÿ å îêðúæíîñò.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà X = {Xα | α ∈ A}. Äèçþíêòíà ñóìà íà ôàìèëèÿòà X
íàðè÷àìå: ⊕

α∈A
Xα � ∪{Xα × {α} | α ∈ A}

Íåêà X = {(Xα, τα) | α ∈ A} å ìíîæåñòâî îò òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà.
Ïîëàãàìå X �

⊕
α∈A

Xα è çà âñÿêî α ∈ A äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà iα : Xα →

X êàòî iα(x) � (x, α). Ïîëàãàìå ñúùî Φ � {iα | α ∈ A}.
Òîãàâà ïðîñòðàíñòâîòî (X, τΦ) (ôèíàëíàòà òîïîëîãèÿ íà Φ) ñå íàðè÷à

òîïîëîãè÷íà ñóìà íà ïðîñòðàíñòâàòà {(Xα, τα) | α ∈ A}.
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5 Áàçà íà òï . . .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è B ⊆ τ . Êàçâàìå,
÷å B å áàçà íà (X, τ) (èëè ñàìî íà τ), àêî:

(∀U ∈ τ)(∃BU ⊆ B)(U = ∪BU )

Ïðèìåð: Íåêà X å ìíîæåñòâî. Òîãàâà B = {{x} | x ∈ X} å áàçà íà
(X,P(X)). Íàèñòèíà, âñÿêî U ⊆ X ñå ïðåäñòàâÿ êàòî U =

⋃
x∈U
{x}, êúäåòî

{x} ∈ B çà âñÿêî x ∈ U .
Â ñëó÷àÿ èìàìå |B| = |X| < |P(X)|.

Òâúðäåíèå 8. Íåêà (X, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è B ⊆ τ . Òîãàâà
B å áàçà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî:

(∀x ∈ X)(∀U ∈ τ, U 3 x)(∃V ∈ B)(x ∈ V ⊆ U)

→) Íåêà B å áàçà, x ∈ X å ïðîèçâîëíî è íåêà U ∈ τ å ïðîèçâîëíà
îêîëíîñò íà x. Òîãàâà ñúùåñòâóâà BU ⊆ B, òàêîâà ÷å U = ∪BU . Òîãàâà
x ∈ ∪BU , òîåñò ñúùåñòâóâà V ∈ BU , ÷å x ∈ V . Îñâåí òîâà V ∈ B è V ⊆ U ,
çíà÷è V óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî.
←) Íåêà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî è íåêà U ∈ τ å ïðîèçâîëíî. Òîãàâà

(∀x ∈ U)(∃Vx ∈ B)(x ∈ Vx ⊆ U). Ïîëàãàìå BU � {Vx | x ∈ U}. Òîãàâà
BU ⊆ B è ∪BU = U , ñëåäîâàòåëíî B å áàçà.

Ïðèìåð: Ìíîæåñòâîòî B = {(a, b) | a, b ∈ R, a < b}8 å áàçà íà åñòåñòâåíàòà
òîïîëîãèÿ â R

Çíàåì, ÷å U ⊆ R å îòâîðåíî â åñòåñòâåíàòà òîïîëîãèÿ ò.ñ.ò.ê. (∀x ∈
U)(∃ε > 0)((x− ε, x+ ε) ⊆ U). Íî (x− ε, x+ ε) ∈ B è îò ìèíàëîòî òâúðäåíèå
ñëåäâà, ÷å B å áàçà.

Òâúðäåíèå 9. Íåêà (X, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî è B ⊆ τ å áàçà.
Òîãàâà çà B ñà â ñèëà:

• (B1) B å ïîêðèòèå íà X � ∪B = X

• (B2) (∀U, V ∈ B)(∀x ∈ U ∩ V )(∃W ∈ B)(x ∈W ⊆ U ∩ V )

(B1) Çíàåì, ÷å X ∈ τ , ñëåäîâàòåëíî (∃BX ⊆ B), òàêîâà ÷å ∪BX = X. Íî
∪BX ⊆ ∪B ⊆ X, ñëåäîâàòåëíî ∪B = X.

(B2) Íåêà U, V ∈ B è x ∈ U ∩ V ñà ïðîèçâîëíè. Òîãàâà U ∩ V ∈ τ , òîåñò
U ∩ V å îêîëíîñò íà x. Îò ìèíàëîòî òâúðäåíèå ñëåäâà, ÷å ∃W ⊆ B, òàêîâà
÷å x ∈W ⊆ U ∩ V .

Ëåìà. Íåêà X å ìíîæåñòâî è B ⊆ P(X). Íåêà ñ (B2') îçíà÷èì ñâîéñò-
âîòî:

(∀U, V ∈ B)(∃BU,V ⊆ B)(U ∩ V = ∪BU,V )

Òîãàâà (B2) è (B2') ñà åêâèâàëåíòíè.

8Òóê (a, b) å èíòåðâàë, íå íàðåäåíà äâîéêà
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(B2)→ (B2'): Íåêà U, V ∈ B è íåêà x ∈ U∩V . Òîãàâà îò (B2) ïîëó÷àâàìå,
÷å (∃Wx ∈ B)(x ∈Wx ⊆ U ∩ V ). Ïîëàãàìå BU,V = {Wx | x ∈ U ∩ V }. Òîãàâà
BU,V ⊆ B è ∪BU,V = U ∩ V .

(B2') → (B2): Íåêà U, V ∈ B è x ∈ U ∩ V . Îò (B2') èìàìå, ÷å (∃BU,V ⊆
B)(∪BU,V = U ∩ V ). Òîãàâà (∃W ∈ BU,V )(x ∈ W ), êàòî W ⊆ B, êîåòî å
òî÷íî óñëîâèåòî (B2).

Òåîðåìà 1. Íåêà X å ìíîæåñòâî, B ⊆ P(X) è B óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿ
(B1) è (B2) îò ãîðíîòî òâúðäåíèå. Ïîëàãàìå

τ � {∪B′ | B′ ⊆ B}

Òîãàâà τ å òîïîëîãèÿ â X è B å áàçà íà (X, τ). τ ñå íàðè÷à òîïîëîãèÿ â X,
ïîðîäåíà îò ”áàçàòà“ B.

Ïðîâåðÿâàìå àêñèîìèòå:

• (Î1) ∅ = ∪∅, ∅ ⊆ B
X = ∪B,B ⊆ B (ñëåäâà îò ñâîéñòâî (B1))

• (O2) Íåêà U, V ∈ τ , òîãàâà U = ∪BU , V = ∪BV çà íÿêàêâè BU , BV ⊆
B. Òîãàâà U ∩ V = (∪BU ) ∩ (∪BV ) = ∪{u ∩ v | u ∈ BU , v ∈ BV }. Íî
îò (B2') èìàìå, ÷å çà âñåêè u ∈ BU , v ∈ BV ñúùåñòâóâà Bu,v ⊆ B,
òàêîâà ÷å u ∩ v = ∪Bu,v. Ñëåäîâàòåëíî {u ∩ v | u ∈ BU , v ∈ BV } ⊆ B,
ñëåäîâàòåëíî U ∩ V ∈ τ .

• (O3) Íåêà U = {Uα | α ∈ A} ⊆ τ . Çà âñÿêî α ∈ A èìàìå (∃Bα ⊆
B)(Uα = ∪Bα). Ïîëàãàìå B′ =

⋃
α∈A

Bα. Òîãàâà B
′ ⊆ B è ∪B′ = ∪U ,

ñëåäîâàòåëíî U ∈ τ .

Ïðèìåð: Íåêà X = R, B = {[x, r) | x ∈ R, r ∈ Q, x < r}. Òîãàâà B óäî-
âëåòâîðÿâà (B1) è (B2), ñëåäîâàòåëíî ïîðàæäà òîïîëîãèÿ â R. Òÿ ñå íàðè÷à
òîïîëîãèÿ íà Çîðãåíôðåé è ñå áåëåæè ñ (R,Z).

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) å ò.ï. Òåãëî íà (X, τ) íàðè÷àìå êàðäèíàëíîòî
÷èñëî ω(X, τ) � min{|B| | B ⊆ τ,B å áàçà íà (X, τ)}

Ôàêò. ω(R, τåñò) = ℵ0

ω(R,Z) = C

Ôàêò. Òåîðåìà íà Àëåêñàíäðîâ-Óðèñîí: Íåêà (X, τ) å òîïîëîãè÷íî ïðîñò-
ðàíñòâî è ω(X, τ) ≥ ℵ0. Íåêà B å áàçà íà τ . Òîãàâà ñúùåñòâóâà B′ ⊆ B,
òàêîâà, ÷å B′ å áàçà è |B′| = ω(X, τ).

Òâúðäåíèå 10. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è B å áàçà íà τ . Âúâåæäàìå ñëåäíèòå
îçíà÷åíèÿ çà âñÿêî x ∈ X:
τx � {U ∈ τ | x ∈ U}
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Bx � {V | x ∈ V ∈ B}
N(x) = ∩τx
Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ X å â ñèëà N(x) = ∩Bx.

Íåêà x ∈ X. Èìàìå Bx ⊆ τx, ñëåäîâàòåëíî ∩τx ⊆ ∩Bx.
Ïîíåæå B å áàçà, çà âñÿêà îêîëíîñò U íà x � ∀U ∈ τx � ñúùåñòâóâà

V ∈ B, òàêîâà ÷å x ∈ V ⊆ U . Íî x ∈ V , ñëåäîâàòåëíî V ∈ Bx. Ñëåäîâàòåëíî
∩Bx ⊆ ∩τx.

Ñëåäîâàòåëíî N(x) = ∩τx = ∩Bx.

Òâúðäåíèå 11. Íåêà (X, τ) å Àëåêñàíäðîâñêî ò.ï. Òîãàâà (X, τ) èìà íàé-
ìàëêà ïî âêëþ÷âàíå áàçà � Bs � {N(x) | x ∈ X}.

Çà âñÿêî x ∈ X, N(x) ∈ τ , çàùîòî (X, τ) å Àëåêñàíäðîâñêî ò.ï., ñëåäîâà-
òåëíî Bs ⊆ τ . Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å Bs å áàçà.

Íåêà U ∈ τ è x ∈ U ñà ïðîèçâîëíè. Òîãàâà x ∈ N(x) ⊆ U . Íî N(x) ∈ Bs,
ñëåäîâàòåëíî (ñúãëàñíî òâúðäåíèå 8) Bs å áàçà.

Íåêà ñåãà B å ïðîèçâîëíà áàçà íà (X, τ). Ùå ïîêàæåì, ÷å Bs ⊆ B.
Íåêà V ∈ Bs å ïðîèçâîëåí åëåìåíò � V = N(x) çà íÿêîå x ∈ X. Òîãàâà,

ïîíåæå B å áàçà, îòíîâî îò òâúðäåíèå 8 ïîëó÷àâàìå (∃U ∈ B)(X ∈ U ⊆
N(x)). Íî U å îêîëíîñò íà x, ñëåäîâàòåëíîN(x) ⊆ U . ÑëåäîâàòåëíîN(X) =
U è N(x) ∈ B.

Çàäà÷à: Äàëè å âÿðíî îáðàòíîòî òâúðäåíèå � àêî (X, τ) èìà ìèíèìàëíà
áàçà òî (X, τ) å Àëåêñàíäðîâñêî? Íå å âÿðíî, åòî êîíòðàïðèìåð:

Íåêà X � {0} ∪ { 1
n | n ∈ N+}.

Ïîëàãàìå U1 � X, à çà âñÿêî n > 1: Un � X \ {1, 1
2 , . . . ,

1
n−1}.

Òîãàâà τ � {Un | n ∈ N+} ∪ {∅} å òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî, íî íå å Àëåê-
ñàíäðîâñêî, çàùîòî

⋂
n∈N+ Un = {0}, êîåòî íå å îòâîðåíî ìíîæåñòâî.

Èìàìå U1 ⊃ U2 ⊃ U3 ⊃ . . . (êàòî íèêúäå íÿìà ðàâåíñòâî).
Íåêà B � τ \ {∅}. Î÷åâèäíî B å áàçà. Íåêà B′ å ïðîèçâîëíà áàçà. Ùå

äîêàæåì, ÷å B ⊆ B′.
Íåêà Un ∈ B. Äà äîïóñíåì, ÷å Un /∈ B′. Èìàìå 1

n ∈ Un, ñëåäîâàòåëíî
(∃V ∈ B′)( 1

n ∈ V ⊆ Un). Íåêà V = Um.

• Àêî m < n, òî Um ⊃ Un, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ Um ⊆ Un.

• Àêî m > n, òî ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà Um,
1
n /∈ Um, êîåòî ñúùî å

ïðîòèâîðå÷èå.

• Àêîm = n, òî èìàìå V = Um = Un ∈ B′, êîåòî îòíîâî å ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëíî Un ∈ B′ è B ⊆ B′. Ñëåäîâàòåëíî B å ìèíèìàëíà áàçà íà
(X, τ). Òîãàâà åäèíñòâåíàòà äðóãà áàçà å ñàìîòî τ .

Çàäà÷à: Äîêàæåòå, ÷å (R, τåñò) íÿìà íàé-ìàëêà áàçà.
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Çàäà÷à: Äà ñå äîêàæå, ÷å B � {(r, s) | r, s ∈ Q, r < s} å áàçà íà (R, τåñò).
Íåêà x ∈ R å ïðîèçâîëíî è U å ïðîèçâîëíà îêîëíîñò íà x. Òîãàâà (∀x ∈

U)(∃ε > 0)((x− ε, x+ ε) ⊆ U). Íåêà ε èìà òîâà ñâîéñòâî çà èçáðàíîòî âå÷å
x. Òîåñò íåêà (x− ε, x+ ε) ⊆ U . Íåêà y ∈ Q ∩ (x− ε, x) è z ∈ Q ∩ (x, x+ ε).
Òîãàâà x ∈ (y, z) ∈ B è (y, z) ⊆ (x − ε, x + ε) ⊆ U . Ñëåäîâàòåëíî B å áàçà
(òâúðäåíèå 8).

Âñåêè åëåìåíò íà B ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò äâîéêàòà îò ðàöèîíàëíè
÷èñëà r è s, ñëåäîâàòåëíî |B| ≤ |Q × Q| = ℵ0. Ðàçáèðà ñå, B å áåçêðàéíî,
ñëåäîâàòåëíî |B| = ℵ0.

Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å ω(R, τåñò) ≤ ℵ0. Äà ðàçãëåäàìå ôàìèëèÿòà îò îòâî-
ðåíè ìíîæåñòâà P = {(n − 0.25, n + 0.25) | n ∈ Z} ⊆ τåñò. Î÷åâèäíî òîâà å
áåçêðàéíà è äèçþíêòíà ôàìèëèÿ. Ñïîðåä òâúðäåíèå 8, àêî B å áàçà, òî çà
âñåêè åëåìåíò p ∈ P ñúùåñòâóâà V ∈ B, òàêîâà ÷å V ⊆ p, ñëåäîâàòåëíî B å
áåçêðàéíî ìíîæåñòâî.

Ñëåäîâàòåëíî ω(R, τåñò) = ℵ0.
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6 Ïðåäáàçà íà òï . . .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà X å ìíîæåñòâî è P ⊆ P(X). Ïîëàãàìå FI(P ) äà áúäå
ñåìåéñòâîòî íà âñè÷êè êðàéíè ñå÷åíèÿ íà åëåìåíòèòå íà P . Òîåñò:

FI(P ) � {∩Z | Z ⊆ P,Z å êðàéíî }

.

Òâúðäåíèå 12. P ⊆ FI(P ) è FI(FI(P )) = FI(P ).

Íåêà A ∈ P . Òîãàâà A ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà ∩{A}, êàòî {A} ⊆ P ,
ñëåäîâàòåëíî A ∈ FI(P ). Ñëåäîâàòåëíî P ⊆ FI(P ) è îòòàì
FI(P ) ⊆ FI(FI(P )).

Íåêà A ∈ FI(FI(P )). Òîãàâà A ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà A =
⋂k
i=1Ai,

êúäåòî Ai ∈ FI(P ) (çà âñÿêî i ∈ {1, 2, . . . , k}). Òîãàâà çà âñÿêî i,
Ai =

⋂ki

j=1Bij , êúäåòî Bij ∈ P . Òîãàâà A =
⋂k
i=1

⋂kj

j=1Bij , êîåòî å êðàéíî
ñå÷åíèå íà åëåìåíòè íà P , ñëåäîâàòåëíî A ∈ FI(P ). Ñëåäîâàòåëíî
FI(FI(P )) ⊆ FI(P ).

Ñëåäîâàòåëíî FI(P ) = FI(FI(P )).

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è P ⊆ P(X). Êàçâàìå, ÷å P å ïðåäáàçà íà
(X, τ), àêî FI(P ) å áàçà íà (X, τ).

Ôàêò. Íåêà P å ïðåäáàçà íà ò.ï. (X, τ). Òîãàâà P ⊆ τ .
Èìàìå P ⊆ FI(P ) ⊆ τ , çàùîòî FI(P ) å áàçà.

Ôàêò. Âñÿêà áàçà íà ò.ï. (X, τ) å ïðåäáàçà.

Çàùîòî âñÿêî ðàçøèðåíèå íà åäíà áàçà ñúùî å áàçà (ñòèãà äà íå íàïóñêà
τ).

Òâúðäåíèå 13. Íåêà P å ïðåäáàçà íà ò.ï. (X, τ). Òîãàâà ∪P = X.

∪FI(P ) = X, çàùîòî FI(P ) å áàçà. Íåêà s ∈ ∪FI(P ). Òîãàâà ñúùåñòâóâà
êðàéíî A ⊆ P , s ∈ ∩A. Ñëåäîâàòåëíî s ∈ ∪P è ∪FI(P ) ⊆ ∪P . Íî P ⊆
FI(P ), ñëåäîâàòåëíî ∪P ⊆ ∪FI(P ). Ñëåäîâàòåëíî ∪P = ∪FI(P ).

Òåîðåìà 2. Íåêà X å ìíîæåñòâî è P ⊆ P(X) å ïîêðèòèå íà X. Òîãàâà
FI(P ) óäîâëåòâîðÿâà (B1) è (B2) è ñëåäîâàòåëíî ïîðàæäà òîïîëîãèÿ τ â
X, çà êîÿòî FI(P ) å áàçà. Òîãàâà P å ïðåäáàçà íà τ è τ ñå íàðè÷à òîïîëîãèÿ
â X ïîðîäåíà îò ”ïðåäáàçàòà“ P .

(B1) å èçïúëíåíî, çàùîòî ∪P = X (P å ïîêðèòèå) è ∪FI(P ) = ∪P
(äîêàçâà ñå êàòî â ìèíàëîòî òâúðäåíèå)

Íåêà U, V ∈ FI(P ). Òîãàâà U ∩ V ∈ FI(P ), çàùîòî U è V ñà êðàéíè
ñå÷åíèÿ íà åëåìåíòè íà P . Òîãàâà ñàìîòî U ∩ V èìà ñâîéñòâàòà íà W îò
(B2).

Ïðèìåð: Íåêà X å áåçêðàéíî ìíîæåñòâî è x0 ∈ X. Ïîëàãàìå Ox0 äà áúäå
òîïîëîãèÿòà â X ïîðîäåíà îò (ïðåäáàçàòà)

{X \ {x} | x ∈ X} ∪ {{x} | x ∈ X \ {x0}}
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Äåôèíèöèÿ. Åäíî ÷.í.ì. (X,≤) ñå íàðè÷à ðåøåòêà, àêî èìà íàé-ãîëÿì
è íàé-ìàëúê åëåìåíò9 è çà âñåêè äâà åëåìåíòà a, b ∈ X ñúùåñòâóâàò
inf{a, b} è sup{a, b} (êîèòî ñå îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî ñ a ∧ b è a ∨ b è ñå
íàðè÷àò îùå ñúîòâåòíî meet è join). Íàé-ãîëåìèÿò åëåìåíò ñå íàðè÷à
åäèíèöà, à íàé-ìàëêèÿò �íóëà. Îçíà÷àâàìå ãè ñúîòâåòíî 1 è 0.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ÷.í.ì. (X,≤) ñå íàðè÷à ïúëíà ðåøåòêà àêî çà ïðîèç-
âîëíî X ′ ⊆ X ñúùåñòâóâàò infX ′ (îçíà÷àâàìå

∧
X ′) è supX ′ (îçíà÷àâàìå∨

X ′).

Çà ïúëíèòå ðåøåòêè èìàìå inf∅ = 1 è sup∅ = 0.

Òâúðäåíèå 14. Íåêà X å ìíîæåñòâî. Òîãàâà ôàìèëèÿòà îò âñè÷êè òî-
ïîëîãèè â X � Top(X) � îáðàçóâà ïúëíà ðåøåòêà ñ íàðåäáàòà ≤10.

Íåêà {τα | α ∈ A} ⊆ Top(X).
Ïîëàãàìå τ �

⋂
α∈A

τα. Òîãàâà τ ∈ Top(X) è τ å inf íà ôàìèëèÿòà {τα | α ∈

A}. Àêñèîìèòå ñå ïðîâåðÿâàò äèðåêòíî:

• (O1) Çà âñÿêî α ∈ A, τα å òîïîëîãèÿ â X, ñëåäîâàòåëíî ∅, X ∈ τα.
Ñëåäîâàòåëíî ∅, X ∈ τ .

• (02) Àêî U, V ∈ τ , òî U, V ∈ τα çà âñÿêî α ∈ A è ïîíåæå τα ñà òîïîëî-
ãèè, U ∩ V ∈ τα. Òîâà å çà ïðîèçâîëíî α ∈ A, ñëåäîâàòåëíî U ∩ V ∈ τ .

• (O3) Àêî U ⊆ τ , òî U ⊆ τα çà âñÿêî α ∈ A, ñëåäîâàòåëíî ∪U ∈ τα,
ñëåäîâàòåëíî ∪U ∈ τ .

Òîâà å èíôèìóì � íåêà τ ′ å òàêàâà òîïîëîãèÿ, ÷å çà âñÿêî α ∈ A τ ′ ⊆ τα.
Òîãàâà î÷åâèäíî τ ′ ⊆ τ .

Ñóïðåìóì íà {τα | α ∈ A} å òîïîëîãèÿòà â X, ïîðîäåíà îò ïðåäáàçàòà
P =

⋃
α∈A

τα. Î÷åâèäíî ∪P = X è îò ìèíàëàòà òåîðåìà ñëåäâà, ÷å P ïîðàæäà

òîïîëîãèÿ τ â X, çà êîÿòî P å ïðåäáàçà. Ùå ïðîâåðèì, ÷å τ å íàé-ìàëêàòà
ìàæîðàíòà íà {τα | α ∈ A}.

Çà âñÿêî α ∈ A èìàìå τα ⊆ P ⊆ FI(P ) ⊆ τ , ñëåäîâàòåëíî τ íàèñòèíà å
ìàæîðàíòà.

Íåêà τ ′ å ïðîèçâîëíà ìàæîðàíòà íà íàøàòà ôàìèëèÿ, òîåñò çà âñÿêî
αßA τα ⊆ τ ′. Òîãàâà P ⊆ τ ′. Íî τ ′ å òîïîëîãèÿ, ñëåäîâàòåëíî å çàòâîðåíà
îòíîñíî êðàéíè ñå÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëíî FI(P ) ⊆ τ ′. Íî FI(P ) ïî ïîñòðîåíèå
å áàçà íà τ , ñëåäîâàòåëíî âñåêè åëåìåíò íà τ èìà âèäà U = ∪B, êúäåòî
B ∈ FI(P ). Òîãàâà òîâà U ∈ τ ′ çàðàäè àêñèîìà (02) çà τ ′. Ñëåäîâàòåëíî τ å
íàé-ìàëêàòà ìàæîðàíòà.

9Â äðóãè äåôèíèöèè íà ðåøåòêà òîâà ñâîéñòâî íå ñå èçèñêâà
10Òîâà å íàðåäáàòà ñúâïàäàùà ñ ⊆, äåôèíèðàíà ïî-ðàíî
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Ïðèìåð: Íåêà P = (X,≤) å ÷.í.ì.
Ïîëàãàìå Φ(P ) äà áúäå òîïîëîãèÿòà â X, ïîðîäåíà îò ïðåäáàçàòà {X\ ↓

x | x ∈ X} ∪ {X}. Òÿ ñå íàðè÷à äÿñíîèíòåðâàëíà òîïîëîãèÿ â P .
Àíàëîãè÷íî äåôèíèðàìå ëÿâîèíòåðâàëíà òîïîëîãèÿ â P � Ω(P ) � ïî-

ðîäåíà îò ïðåäáàçàòà {X\ ↑x | x ∈ X} ∪ {X}.
Òîïîëîãèÿ íà Ëîóñúí â P � òîïîëîãèÿòà Λ(P ) � Ω(P ) ∨ Σ(P )

25



7 Ëîêàëíè áàçè è áàçèñíè ñèñòåìè îò îêîëíîñ-

òè . . .

Íåêà (X, τ) å ò.ï. è x ∈ X.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà Bx ⊆ τ . Êàçâàìå, ÷å Bx å ëîêàëíà áàçà íà (X, τ) â
òî÷êàòà x, àêî B(x) å ìíîæåñòâî îò îêîëíîñòè íà x è çà âñÿêà îêîëíîñò
U íà x ñúùåñòâóâà V ∈ Bx, òàêîâà ÷å x ∈ V ⊆ U .

Äåôèíèöèÿ. Õàðàêòåð íà ïðîñòðàíñòâîòî (X, τ) â òî÷êàòà x íàðè÷àìå
êàðäèíàëíîòî ÷èñëî χ(x,X) � min{|Bx| | Bx å ëîêàëíà áàçà â x çà (X, τ)}.

Äåôèíèöèÿ. Õàðàêòåð íà ïðîñòðàíñòâîòî (X, τ) íàðè÷àìå êàðäèíàëíî-
òî ÷èñëî χ(X) � sup{χ(x,X) | x ∈ X}.

Äåôèíèöèÿ. Àêî χ(X) ≤ ℵ0, êàçâàìå, ÷å (X, τ) óäîâëåòâîðÿâà ïúðâàòà
àêñèîìà çà èçáðîèìîñò.
Àêî ω(X, τ) ≤ ℵ0, êàçâàìå, ÷å (X, τ) óäîâëåòâîðÿâà âòîðàòà àêñèîìà çà
èçáðîèìîñò.

Äåôèíèöèÿ. Àêî çà âñÿêî x ∈ X, Bx å ëîêàëíà áàçà â x çà (X, τ), òî
ôàìèëèÿòà {Bx | x ∈ X} ñå íàðè÷à áàçèñíà ñèñòåìà îò îêîëíîñòè íà
(X, τ).

Ïðèìåð: Ðàçãëåæäàìå (R, τåñò). Çà âñÿêî x ∈ X ïîëàãàìå
Bx � {B(x, ε) | ε > 0}.

Òîãàâà Bx å ëîêàëíà áàçà çà x, ñëåäîâàòåëíî {Bx | x ∈ X} å áàçèñíà
ñèñòåìà îò îêîëíîñòè.

Òâúðäåíèå 15. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è B å áàçà. Çà âñÿêî x ∈ X ïîëàãà-
ìå Bx � {U ∈ B | x ∈ U}. Òîãàâà {Bx | x ∈ X} å áàçèñíà ñèñòåìà îò
îêîëíîñòè íà (X, τ).

Òâúðäåíèå 16. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è {Bx | x ∈ X} å áàçèñíà ñèñòåìà îò
îêîëíîñòè. Òîãàâà B �

⋃
x∈X Bx å áàçà íà (X, τ).

Òâúðäåíèå 17. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è {Bx | x ∈ X} å áàçèñíà ñèñòåìà îò
îêîëíîñòè. Òîãàâà:

• (BN1) (∀x ∈ X)
(
Bx 6= ∅ è (∀U ∈ Bx)(x ∈ U)

)
• (BN2) (∀x ∈ X)(∀U, V ∈ Bx)(∃W ∈ Bx)(W ⊆ U ∩ V )

• (BN3) (∀x, y ∈ X)(∀U ∈ By)
(
x ∈ U ⇒ (∃V ∈ Bx)(V ⊆ U)

)
Íåêà {Bx | x ∈ X} å áàçèñíà ñèñòåìà îò îêîëíîñòè çà (X, τ).
Çà ïðîèçâîëíî x ∈ X, X å îêîëíîñò íà x. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà

V ∈ Bx, òàêúâ ÷å V ⊆ X. Ñëåäîâàòåëíî Bx íå å ïðàçíî. Âòîðîòî óñëîâèå îò
(BN1) ñëåäâà äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà.

26



Íåêà x ∈ X å ïðîèçâîëíî è U, V ∈ Bx ñà ïðîèçâîëíè. Òîãàâà U è V ñà
îêîëíîñòè íà x, ñëåäîâàòåëíî U ∩ V å îêîëíîñò íà x. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñ-
òâóâà W ∈ Bx, òàêîâà ÷å W ⊆ U ∩ V .

Íåêà x, y ∈ X è U ∈ Bx ñà ïðîèçâîëíè. Íåêà x ∈ U . Òîãàâà U å îêîëíîñò
íà x, ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà V ∈ Bx, òàêîâà ÷å V ⊆ U

Òåîðåìà 3. Íåêà X å ìíîæåñòâî è çà âñÿêî x ∈ X å çàäàäåíà ôàìèëèÿ
B(x) îò ïîäìíîæåñòâà íà X, òàêà ÷å äà ñà óäîâëåòâîðåíè (BN1), (BN2),
(BN3). Òîãàâà ôàìèëèÿòà B =

⋃
x∈X

B(x) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (B1) è

(B2) è ñëåäîâàòåëíî ïîðàæäà òîïîëîãèÿ τ â X.
Ôàìèëèÿòà {B(x) | x ∈ X} ñå ÿâÿâà áàçèñíà ñèñòåìà îò îêîëíîñòè íà

(X, τ) è ïî òàçè ïðè÷èíà τ ñå íàðè÷à òîïîëîãèÿ ïîðîäåíà îò ”áàçèñíàòà
ñèñòåìà îò îêîëíîñòè“ {B(x) | x ∈ X}

Íåêà x ∈ X å ïðîèçâîëíî. Òîãàâà îò (BN1) ïîëó÷àâàìå, ÷å B(x) 6= ∅,
òîåñò ∃U ∈ B(x) è òîãàâà x ∈ U . Ñëåäîâàòåëíî x ∈ ∪B è ∪B = X � (B1).

Íåêà U, V ∈ B è x ∈ U ∩ V ñà ïðîèçâîëíè. Òîãàâà U ∈ B(y) è V ∈ B(z)
çà íÿêàêâè y, z ∈ X (ñïîðåä äåôèíèöèÿòà íà B). Òàêà ïîëó÷àâàìå x ∈ U ∈
B(y), ñëåäîâàòåëíî (îò (BN3)) (∃U1 ∈ B(x))(U1 ⊆ U). Àíàëîãè÷íî (∃V1 ∈
B(x))(V1 ⊆ V ). Òîãàâà îò (BN2) ïîëó÷àâàìå (∃W ∈ B(x))(W ⊆ U1 ∩ V1).

Òîãàâà W ∈ B, x ∈W ⊆ U1 ∩ V1 ⊆ U ∩ V , ñëåäîâàòåëíî å â ñèëà (B2).
Ñëåäîâàòåëíî B óäîâëåòâîðÿâà (B1) è (B2) è îò ìèíàëàòà òåîðåìà ñëåä-

âà, ÷å B ïîðàæäà òîïîëîãèÿ τ â X, çà êîÿòî B å áàçà. Îñòàâà äà äîêàæåì,
÷å {B(x) | x ∈ X} å áàçèñíà ñèñòåìà îò îêîëíîñòè, òîåñò ÷å çà âñÿêî x ∈ X,
B(x) å ëîêàëíà áàçà íà (X, τ) â òî÷êàòà x.

Íåêà x ∈ X å ïðîèçâîëíî è U å ïðîèçâîëíà îêîëíîñò íà x. Òîãàâà (∃V ∈
B)(x ∈ V ⊆ U). Íî V ∈ B çíà÷è, ÷å V ∈ B(y) çà íÿêîå y ∈ X. Òîãàâà
x ∈ V ∈ B(y) è îò (BN3) ñëåäâà, ÷å (∃W ∈ B(x))(W ⊆ V ). Ñëåäîâàòåëíî
x ∈W ⊆ V ⊆ U èW ∈ B(x). È ïîíåæå îò (BN1) ñëåäâà, ÷åB(x) å ìíîæåñòâî
îò îêîëíîñòè íà x, òî B(x) å ëîêàëíà áàçà â x.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ò.ï (X, τ) ñå íàðè÷à õàóñäîðôîâî (èëè T2 ïðîñòðàíñ-
òâî) àêî å â ñèëà:

(∀x, y ∈ X,x 6= y)(∃U, V ∈ τ)(x ∈ U, y ∈ V,U ∩ V = ∅)

Àêî ìíîæåñòâàòà B(x) çà x ∈ X îò òåîðåìàòà óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíàòà
äîïúëíèòåëíà àêñèîìà, òî ïîëó÷åíîòî ïðîñòðàíñòâî å õàóñäîðôîâî:

• (BN4) (∀x, y ∈ X,x 6= y)(∃U ∈ B(x), V ∈ B(y))(U ∩ V = ∅)

Ôàêò. (Rn, τåñò) å õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ôàêò. Åäíî êðàéíî ò.ï. å õàóñäîðôîâî òî÷íî êîãàòî å äèñêðåòíîòî.

Íåêà (X, τ) å õàóñäîðôîâî, êàòî X å êðàéíî. Çà âñÿêî y ∈ X, y 6= x èìà
îêîëíîñò Uy íà x, êîÿòî íå ñúäúðæà y. Òîãàâà ∩{Uy|y ∈ X \ {x}} = {x}. Íî
òîâà å êðàéíî ñå÷åíèå íà îòâîðåíè ìíîæåñòâà, ñëåäîâàòåëíî {x} å îòâîðåíî.
Ñëåäîâàòåëíî (X, τ) å äèñêðåòíî.
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Òåîðåìà 4. Íåêà X å ìíîæåñòâî è çà âñÿêî x ∈ X å çàäàäåíî Ux ⊆ X,
òàêà ÷å:

• (BA1) (∀x ∈ X)(x ∈ Ux)

• (BA2) (∀x, y ∈ X)(x ∈ Uy ⇒ Ux ⊆ Uy)

Ïîëàãàìå çà âñÿêî x ∈ X B(x) � {Ux}. Òîãàâà ôàìèëèÿòà {B(x) | x ∈
X} óäîâëåòâîðÿâà (BN1)�(BN3), ñëåäîâàòåëíî ïîðàæäà òîïîëîãèÿ â X,
çà êîÿòî {B(x) | x ∈ X} å áàçèñíà ñèñòåìà îò îêîëíîñòè. Íåêà B �⋃
x∈x

B(X) = {Ux | x ∈ X}. Òîãàâà (X, τ) å Àëåêñàíäðîâñêî ïðîñòðàíñòâî è

B å íåãîâàòà ìèíèìàëíà áàçà.

• (BN1) Ñëåäâà äèðåêòíî îò (BA1).

• (BN2) Èçïúëíåíî å, çàùîòî B(x) ñà åäíîòî÷êîâè.

• (BN3) Ñëåäâà äèðåêòíî îò (BA2).

Çà âñÿêî x ∈ X èìàìå (ñïîðåä òâúðäåíèå 10) N(x) = ∩{U ∈ B | x ∈ U} =
∩{Uy | y ∈ X,x ∈ Uy}. Íî îò (BA2) èìàìå, ÷å Ux ⊆ Uy êîãàòî x ∈ Uy
ñëåäîâàòåëíî Ux ⊆ ∩{Uy | y ∈ X,x ∈ Uy}. Îò äðóãà ñòðàíà ∩{Uy | y ∈
X,x ∈ Uy} ⊆ Ux, çàùîòî ïðè y = x èìàìå Uy = Ux. Òàêà N(x) = Ux.

Ñëåäîâàòåëíî N(x) å îòâîðåíî çà ïðîèçâîëíî x ∈ X, ñëåäîâàòåëíî (îò
ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå) (X, τ) å Àëåêñàíäðîâñêî ïðîñòðàíñòâî. Ñëåäîâà-
òåëíî òî èìà íàé-ìàëêà áàçà Bx = {N(x) | x ∈ X}, íî òîâà å òî÷íî
{Ux | x ∈ X} = B

Òâúðäåíèå 18. 11 Åäíî ò.ï. (X, τ) å Àëåêñàíäðîâñêî ò.ñ.ò.ê. çà âñÿêî
x ∈ X å â ñèëà N(x) ∈ τ .

→) Î÷åâèäíî, òüé êàòî N(x) å ñå÷åíèå íà åëåìåíòè íà τ .
←) Íåêà çà âñÿêî x ∈ X N(x) ∈ τ è íåêà U = {Uα | α ∈ A} ⊆ τ å

ïðîèçâîëíà ïîäôàìèëèÿ íà τ . Ùå äîêàæåì ðàâåíñòâîòî

∩U = ∪{N(z) | (∀α ∈ A)(z ∈ Uα)}

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å ∩U ∈ τ , çàùîòî íåãîâîòî ðàâíî å îáåäèíåíèå íà ïîäôà-
ìèëèÿ íà τ è ñëåäîâàòåëíî å îò τ .

Íåêà y ∈ ∩U . Òîãàâà çà âñÿêî α ∈ A, y ∈ Uα. È ïîíåæå y ∈ N(y), òî
y ∈ ∪{N(z) | (∀α ∈ A)(z ∈ Uα)}.

Íåêà ñåãà y ∈ ∪{N(z) | (∀α ∈ A)(z ∈ Uα)}. Òîãàâà y ∈ N(z) çà íÿêîå z,
çà êîåòî (∀α ∈ α)(z ∈ Uα). Íåêà α ∈ A å ïðîèçâîëíî. Òîãàâà z ∈ Uα ∈ τ
è ñëåäîâàòåëíî N(z) ⊆ Uα. Ñëåäîâàòåëíî y ∈ Uα (çà ïðîèçâîëíî α ∈ A),
ñëåäîâàòåëíî y ∈ ∩U .

Ñëåäîâàòåëíî ∩U = ∪{N(z) | (∀α ∈ A)(z ∈ Uα)}.
11Òîâà íå ñìå ãî äîêàçâàëè, íî ãî èçïîëçâàõìå â ìèíàëîòî äîêàçàòåëñòâî
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Ïðèìåð: Ïðàâà íà Õàëèíñêè (äèãèòàëíà ïðàâà).

Çà âñÿêî n ∈ Z ïîëàãàìå Un �

{
{n} n = 2k
{n− 1, n, n+ 1} n = 2k + 1

Ôàìèëèÿòà {Un | n ∈ Z} óäîâëåòâîðÿâà (BA1) (î÷åâèäíî) è (BA2):
Íåêà x, y ∈ Z è x ∈ Uy.

1. Àêî y å ÷åòíî, òî Uy = {y}, ñëåäîâàòåëíî x = y è Ux ⊆ Uy.

2. Àêî y å íå÷åòíî

(à) Àêî x å íå÷åòíî, òî x = y

(á) Àêî x å ÷åòíî, òî èëè x = y − 1 èëè x = y + 1. È â äâàòà ñëó÷àÿ
Ux ⊆ Uy

Ïî òåîðåìàòà òàçè ôàìèëèÿ ïîðàæäà òîïîëîãèÿ K â Z è {Un | n ∈ Z} å
íåéíà íàé-ìàëêà áàçà.
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8 Çàòâîðåíè ìíîæåñòâà . . .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) å ò.ï. Åäíî ïîäìíîæåñòâî F ⊆ X ñå íàðè÷à
çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà (X, τ), àêî X \ F ∈ τ

Ñ Fτ îçíà÷àâàìå ôàìèëèÿòà îò âñè÷êè çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà íà
(X, τ).

Òâúðäåíèå 19. Íåêà (X, τ) å ò.ï. Òîãàâà Fτ èìà ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

• (C1) ∅, X ∈ Fτ

• (C2) Àêî F,G ∈ Fτ , òî F ∪G ∈ Fτ

• (C3) Àêî F ′ ⊆ Fτ , òî ∩F ′ ∈ Fτ

(C1) å î÷åâèäíî.
Íåêà F,G ∈ Fτ , òîåñòX\F,X\G ∈ τ . ÍîX\(F∪G) = (X\F )∩(X\G) ∈ τ .
Íåêà F ′ ⊆ Fτ . Òîãàâà X \∩F ′ = ∪{X \F | F ∈ F ′} ∈ τ , çàùîòî X \F ∈ τ .

Ñëåäîâàòåëíî ∩F ′ ∈ Fτ .

Òåîðåìà 5. Íåêà X å ìíîæåñòâî è F ⊆ P(X) óäîâëåòâîðÿâà (C1), (C2)
è (C3).

Òîãàâà τ � {X \ F | F ∈ F} å òîïîëîãèÿ â X è Fτ = F . τ ñå íàðè÷à
òîïîëîãèÿ â X ïîðîäåíà îò ”ôàìèëèÿòà îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà“ F .

Àêñèîìèòå (O1)�(03) ñå ïîêàçâàò àíàëîãè÷íî íà (C1)�(C3) îò ìèíàëîòî
òâúðäåíèå.
Fτ = {X \ U | U ∈ τ} = {F | F ∈ F} = F .

Ïðèìåð: Íåêà X å áåçêðàéíî ìíîæåñòâî. Ïîëàãàìå F = {X} ∪ {F ⊂
X | F å êðàéíî}. Òîãàâà F óäîâëåòâîðÿâà (C1)�(C3). Ïîðîäåíàòà îò íåãî
òîïîëîãèÿ ñå íàðè÷à êîôèíèòíà òîïîëîãèÿ íà X.

Äåôèíèöèÿ. Åäíî ò.ï. (X, τ) ñå íàðè÷à T1-ïðîñòðàíñòâî àêî:

(∀x ∈ X)({x} ∈ Fτ )

Òâúðäåíèå 20. Âñÿêî T2-ïðîñòðàíñòâî (X, τ) å T1-ïðîñòðàíñòâî.

Íåêà x ∈ X. Ùå äîêàæåì, ÷å X \ {x} å îòâîðåíî.
Íåêà y ∈ X \ {x} å ïðîèçâîëíî. Ïî äåôèíèöèÿòà íà T2-ïðîñòðàíñòâî

(∃U, V ∈ τ)(x ∈ U, y ∈ V,U∩V = ∅). Òîãàâà x /∈ V , ñëåäîâàòåëíî V ⊆ X\{x}.
Ñëåäîâàòåëíî y ∈ V ⊆ X \ {x}. Ñëåäîâàòåëíî (ïî òâúðäåíèå 1) X \ {x} å
îòâîðåíî.
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Ïðèìåð: Îáðàòíîòî òâúðäåíèå íå å âÿðíî � êîôèíèòíîòî ïðîñòðàíñòâî
(X, τ) (êúäåòî X å áåçêðàéíî) å T1-ïðîñòðàíñòâî, íî íå e T2.

Î÷åâèäíî ïðîñòðàíñòâîòî å T1, çàùîòî çà âñÿêî x ∈ X, {x} å êðàéíî
ìíîæåñòâî, ñëåäîâàòåëíî å çàòâîðåíî.

Ùå äîêàæåì, ÷å â (X, τ) âñåêè äâå (íåïðàçíè) îòâîðåíè ìíîæåñòâà ñå
ïðåñè÷àò 12.

Íåêà U, V ∈ τ ñà ïðîèçâîëíè íåïðàçíè. Àêî U = X èëè V = X, òî
î÷åâèäíî U ∩ V 6= ∅. Íåêà U, V 6= X. Òîãàâà U = X \ F, V = X \ G çà
íÿêàêâè êðàéíè F,G ⊂ X. Òîãàâà U ∩ V = X \ (F ∪ G), íî X å áåçêðàéíî,
à F ∪G å êðàéíî, ñëåäîâàòåëíî U ∩ V 6= ∅.

12Ïðîñòðàíñòâà ñ òîâà ñâîéñòâî ñå íàðè÷àò àíòè-õàóñäîðôîâè
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9 Çàòâîðåíà îáâèâêà . . .

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è A ⊆ X. Ïîëàãàìå

F(A) � {F ∈ Fτ | A ⊆ F}

Ìíîæåñòâîòî Ā � ∩F(A) ñå íàðè÷à çàòâîðåíà îáâèâêà íà A â (X, τ).

Òâúðäåíèå 21. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è A ⊆ X. Òîãàâà:

1. A ⊆ Ā, Ā ∈ Fτ .

2. Ā å íàé-ìàëêîòî çàòâîðåíî, ñúäúðæàùî A.

3. A å çàòâîðåíî ò.ñ.ò.ê. A = Ā.

Äîêàçàòåëñòâî:

1. Ā = ∩F(A) è ïî äåôèíèöèÿòà íà F(A) çà âñÿêî Z ∈ F(A) A ⊆ Z.
Èìàìå F(A) ⊆ Fτ , ñëåäîâàòåëíî (îò (C3)) Ā = ∩F(A) ∈ Fτ .

2. Ā ∈ F(A) è Ā = ∩F(A)

3. Íåêà A å çàòâîðåíî. Òîãàâà A ∈ F(A), ñëåäîâàòåëíî Ā ⊆ A. Âå÷å
âèäÿõìå, ÷å A ⊆ Ā, ñëåäîâàòåëíî A = Ā.

Íåêà A = Ā. Òîãàâà îò ïúðâàòà òî÷êà ñëåäâà, ÷å A å çàòâîðåíî.

Äåôèíèöèÿ. Íåêà (X, τ) å ò.ï., x ∈ X,A ⊆ X. Êàçâàìå, ÷å x å áëèçêî äî
A, àêî x ∈ Ā.

Ùå ðàçãëåæäàìå ¯ êàòî îïåðàòîð îò P(X) â P(X). Ùå ãî íàðè÷àìå
îïåðàòîð çà áëèçîñò.

Òâúðäåíèå 22. Íåêà (X, τ) å ò.ï., A,B ⊆ X è A ⊆ B. Òîãàâà Ā ⊆ B̄

Àêî F ∈ F(B), òî F ⊇ B ⊇ A, ñëåäîâàòåëíî F ∈ F(A). Òîãàâà F(B) ⊆
F(A) è îò òàì ∩F(A) ⊆ ∩F(B).

Ëåìà. Íåêà (X, τ) å ò.ï., U ∈ τ,A ⊆ X è U ∩A = ∅. Òîãàâà U ∩ Ā = ∅.

A ⊆ X \ U , íî X \ U ∈ Fτ , ñëåäîâàòåëíî X \ U ∈ F(A), ñëåäîâàòåëíî
Ā ⊆ X \ U .

Ñëåäñòâèå: àêî U, V ∈ τ è U ∩ V = ∅, òî U ∩ V̄ = Ū ∩ V = ∅.
Ñëåäñòâèå: àêî x ∈ U è x ∈ Ā, òî U ∩A 6= ∅.

Ëåìà. Íåêà (X, τ) å ò.ï., A ⊆ X è x ∈ X. Òîãàâà ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà
åêâèâàëåíòíè:

1. x ∈ Ā

2. Çà âñÿêà ëîêàëíà áàçà B(x) â x è çà âñÿêà îêîëíîñò U ∈ B(x) U∩A 6=
∅
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3. Ñúùåñòâóâà ëîêàëíà áàçà B(x) â x, òàêàâà ÷å çà âñÿêà îêîëíîñò U ∈
B(x) U ∩A 6= ∅

1→ 2. Íåêà x ∈ Ā, B(x) å ïðîèçâîëíà ëîêàëíà áàçà â x è U ∈ B(x). Äà
äîïóñíåì, ÷å U ∩ A = ∅. Òîãàâà (ïî ìèíàëàòà ëåìà) U ∩ Ā = ∅. Íî x ∈ Ā è
x ∈ U � ïðîòèâîðå÷èå.

2→ 3. Òóê ñàìî òðÿáâà äà ïîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà ëîêàëíà áàçà â x �
τ(x) � {U ∈ τ |x ∈ U} å òàêàâà.

3 → 1. Äà äîïóñíåì, ÷å x /∈ Ā. Òîãàâà x ∈ X \ Ā. Ïîíåæå Ā ∈ Fτ
èìàìå X Ā ∈ τ . Òîãàâà B(x) å ëîêàëíà áàçà â x, à X \ Ā å îêîëíîñò íà x,
ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà U ∈ B(x), òàêîâà ÷å U ⊆ X \ Ā. Òîãàâà U ∩ Ā = ∅
è ïîíåæå A ⊆ Ā, òî U ∩A = ∅ � ïðîòèâåðå÷èå ñ óñëîâèå 3.

Òâúðäåíèå 23. Íåêà (X, τ) å ò.ï. è A,B ⊆ X. Òîãàâà:

• (CO1) ∅̄ = ∅

• (CO2) A ⊆ Ā

• (CO3) A ∪B = Ā ∪ B̄

• (CO4) ¯̄A = Ā

Äîêàçàòåëñòâî:

• (CO1) ∅ ∈ Fτ , ñëåäîâàòåëíî ∅̄ = ∅

• (CO2) âå÷å äîêàçàíî

• (CO3) A ⊆ A ∪ B, ñëåäîâàòåëíî Ā ⊆ A ∪B. Àíàëîãè÷íî B̄ ⊆ A ∪B.
Òîãàâà Ā ∪ B̄ ⊆ A ∪B. Èìàìå îùå, ÷å A ⊆ Ā è B ⊆ B̄, ñëåäîâàòåëíî
A ∪ B ⊆ Ā ∪ B̄. Íî Ā, B̄ ∈ Fτ , ñëåäîâàòåëíî Ā ∪ B̄ ∈ Fτ . Òîãàâà
Ā ∪ B̄ ∈ F(A ∪B), ñëåäîâàòåëíî A ∪B ⊆ Ā ∪ B̄.

• (CO4) Èìàìå Ā ∈ Fτ , ñëåäîâàòåëíî (ïî ïúðâîòî òâúðäåíèå îò âúïðî-
ñà) ¯̄A = Ā

Äåôèíèöèÿ. Íåêà X å ìíîæåñòâî è ¯ : P(X) → P(X). Àêî ¯ óäîâëåò-
âîðÿâà (C01)-(CO3), òî ¯ ñå íàðè÷à îïåðàòîð íà ×åõ. Àêî óäîâëåòâîðÿâà
ñúùî (CO4) íå íàðè÷à îïåðàòîð íà Êóðàòîâñêè.

Íå âñåêè îïåðàòîð íà ×åõ å îïåðàòîð íà Êóðàòîâñêè (íå ñìå äàëè ïðè-
ìåð).

Òåîðåìà 6. Íåêà X å ìíîæåñòâî è ˜: P(X) → P(X) å îïåðàòîð íà ×åõ.
Òîãàâà τ � {X\A | A ⊆ X,A = Ã} å òîïîëîãèÿ â X. Íåêà ¯ å îïåðàòîðúò íà
çàòâîðåíà îáâèâêà íà (X, τ). Òîãàâà (∀A ⊆ X)(Ã ⊆ Ā). Àêî ˜ å îïåðàòîð íà
Êóðàòîâñêè, òî (∀A ⊆ X)(Ã = Ā). Òîãàâà êàçâàìå, ÷å (X, τ) å òîïîëîãèÿ
â X, ïîðîäåíà îò ”îïåðàòîðà íà çàòâîðåíà îáâèâêà“ .̃
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà F � {A ⊆ X | A = Ã}. Òîãàâà τ = {X \F | F ∈ F}.
Ùå äîêàæåì, ÷å F èìà ñâîéñòâàòà (C1)-(C3).

• (C1) Îò (CO1) èìàìå, ÷å ∅ = ∅̃, ñëåäîâàòåëíî ∅ ∈ F . Îò (CO2) èìàìå
X ⊆ X̃, ñëåäîâàòåëíî X = X̃ è X ∈ F .

• (C2) Íåêà F = F̃ è G = G̃. Òîãàâà îò (CO3) F̃ ∪G = F̃ ∪ G̃ = F ∪G

• (C3) Íåêà A ⊆ B ⊆ X. Òîãàâà A∪B = B è îò (CO3) Ã∪B̃ = Ã ∪B = B̃.
Ñëåäîâàòåëíî Ã ⊆ B̃.
Íåêà ñåãà F ′ ⊆ F è F ∩ F ′. Çà âñÿêî F ′ ∈ F ′ èìàìå F ′ = F̃ ′ è F ⊆ F ′.
Ñëåäîâàòåëíî F̃ ⊆ F̃ ′ = F . Òîâà å çà âñÿêî F ′ ∈ F ′, ñëåäîâàòåëíî
F̃ ⊆ F . Íî îò (CO2) èìàìå F ⊆ F̃ , ñëåäîâàòåëíî F = F̃ , èëè F ∈ F .

Ñëåä êàòî èìàìå, ÷å F óäîâëåòâîðÿâà (C1)-(C3), ïî ìèíàëàòà òåîðåìà
ïîëó÷àâàìå, ÷å τ å òîïîëîãèÿ â X è F = Fτ . Îñòàâà, äà âèäèì, ÷å çà îïå-
ðàòîðúò íà çàòâîðåíà îáâèâêà ¯ â (X, τ) èìàìå Ã ⊆ Ā çà âñÿêî A ⊆ X.

Íåêà A ⊆ X. Òîãàâà Ā = ∩F(A) = ∩{F ∈ F | A ⊆ F}. Íåêà F ∈ F(A).
Òîãàâà A ⊆ F è F̃ = F . Îò (CO2) ïîëó÷àâàìå Ã ⊆ F . Ñëåäîâàòåëíî A ⊆
∩F(A) = Ā.

Íåêà ˜ å îïåðàòîð íà Êóðàòîâñêè, è íåêà A ⊆ X å ïðîèçâîëíî. Èìàìå˜̃A = Ã. Òîåñò Ã ∈ F . Îò (CO2) A ⊆ Ã è òîãàâà Ã ∈ {F ∈ F | A ⊆ F}. Íî
ïî äåôèíèöèÿ Ā = ∩{F ∈ F | A ⊆ F}, ñëåäîâàòåëíî Ā ⊆ Ã. Ñëåäîâàòåëíî
Ā = Ã.

Ñëåäñòâèå: Íåêà X å ìíîæåñòâî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà áèåêòèâíî ñúîòâåò-
ñòâèå ìåæäó Top(X) è ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè îïåðàòîðè íà Êóðàòîâñêè â
P(X). Òî ñå ïîëó÷àâàì, êàòî íà âñÿêà òîïîëîãèÿ τ â X ñúïîñòàâèì îïåðà-
òîðúò çà çàòâîðåíà îáâèâêà � òîâà å îïåðàòîð à Êóðàòîâñêè. Îáðàòíî, íà
âñåêè îïåðàòîð íà Êóðàòîâñêè ñúïîñòàâÿìå òîïîëîãèÿòà îò òåîðåìàòà. Äî-
êàçâà ñå, ÷å êîìïîçèöèèòå íà äâåòå èçîáðàæåíèÿ ñà èäåíòèòåòèòå, îòêúäåòî
ñëåäâà, ÷å òå ñà áèåêöèè.

Òâúðäåíèå 24. Íåêà (X, τ) å ò.ï. Òîãàâà (X, τ) å àëåêñàíäðîâñêè ò.ñ.ò.ê.
(∀A ⊆ X)(Ā = ∪{ā | a ∈ A})13

→) Íåêà (X, τ) å àëåêñàíäðîâñêî è A ⊆ X. Íåêà x ∈ Ā. Òîãàâà N(x)
å îêîëíîñò íà x, ñëåäîâàòåëíî (ñëåäñòâèå îò ëåìàòà) N(x) ∩ A 6= ∅. Íåêà
a ∈ N(x) ∩ A. Òîãàâà a ïðèíàäëåæè íà âñÿêà îêîëíîñò íà x, ñëåäîâàòåëíî
x ∈ ā. Òîâà å â ñèëà çà ïðîèçâîëíî x ∈ Ā, ñëåäîâàòåëíî Ā ⊆ ∪{ā | a ∈ A}.

Ïîíåæå {a} ⊆ A ïîëó÷àâàìå ā ⊆ B̄.
←) Íåêà å èçïúëíåíî âòîðîòî óñëîâèå. Ùå äîêàæåì, ÷å îáåäèíåíèåòî íà

ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îò çàòâîðåíè ìíîæåñòâà å çàòâîðåíî, îòêúäåòî ñëåäâà,
÷å ñå÷åíèåòî íà ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îò îòâîðåíè ìíîæåñòâà å îòâîðåíà,
òîåñò, ÷å (X, τ) å àëåêñàíäðîâñêî.

13Òóê îçíà÷àâàìå ā = {a}
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Íåêà F ′ ⊆ Fτ , íåêà F = ∪F ′. Ùå äîêàæåì, ÷å F = F̄ .
Íåêà x ∈ F̄ . Èìàìå, ÷å F̄ = ∪{ā | a ∈ F}, ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà

a ∈ F , òàêîâà ÷å x ∈ ā. Òîãàâà ñúùåñòâóâà G ∈ F ′ (êîåòî å çàòâîðåíî) çà
êîåòî a ∈ G. Òîãàâà G = Ḡ è {a} ⊆ G, ñëåäîâàòåëíî ā ⊆ Ḡ. Îñâåí òîâà
G ⊆ F . Íàêðàÿ ïîëó÷àâàìå x ∈ ā ⊆ F . Ñëåäîâàòåëíî F̄ ⊆ F . Ñëåäîâàòåëíî
F̄ = F è òîãàâà F å çàòâîðåíî.

Òîâà òâúðäåíèå ïîêàçâà, ÷å çà àëåêñàíäðîâñêèòå ïðîñòðàíñòâà å äîñòàòú÷-
íî äà ñå çàäàäàò çàòâîðåíèòå îáâèâêè ñàìî íà òî÷êèòå, òîåñò åäíà ôóíêöèÿ
îò X â P(X), âìåñòî îò P(X) â P(X).

Òåîðåìà 7. Íåêà X å ìíîæåñòâî è çà âñÿêî x ∈ X å çàäàäåíî cl(x) ⊆ X,
òàêà ÷å:

• (AO1) Çà âñÿêî x ∈ X,x ∈ cl(x)

Òîãàâà, ïîëàãàéêè Ā � ∪{cl(a) | a ∈ A} çà âñÿêî A ⊆ X ïîëó÷àâàìå îïåðà-
òîð íà ×åõ. Îïåðàòîðúò ¯ å îïåðàòîð íà Êóðàòîâñêè ò.ñ.ò.ê. å èçïúëíåíî
îùå ñëåäíîòî óñëîâèå:

• (AO2) (∀x, y ∈ X)(x ∈ cl(y)⇒ cl(x) ⊆ cl(y))

Êîãàòî cl óäîâëåòâîðÿâà (AO1) è (AO2) ïîðîäåíîòî òîïîëîãè÷íî ïðîñ-
òðàíñòâî å àëåêñàíäðîâñêî. Îáðàòíî, âñÿêî àëåêñàíäðîâñêî ò.ï. ìîæå äà
ñå çàäàäå ïî òîçè íà÷èí.

Äîêàçàòåëñòâî: (CO1) è (CO2) ñëåäâàò äèðåêòíî îò äåôèíèöèÿòà íà .̄
Íåêà A,B ⊆ X. Òîãàâà Ā ∪ B̄ = ∪{cl(a) | a ∈ A} ∪ ∪{cl(b) | b ∈ B} =

∪{cl(c) | c ∈ A ∪B} = A ∪B
Ñëåäîâàòåëíî ¯ å îïåðàòîð íà ×åõ.
Àêî ¯ å îïåðàòîð íà Êóðàòîâñêè è x ∈ cl(y) = ȳ, òî x̄ ⊆ ȳ, òîåñò cl(x) ⊆

cl(y), êîåòî å òî÷íî (AO2).
Íåêà ¯ óäîâëåòâîðÿâà (AO2) è íåêà A ⊆ X. Òîãàâà

¯̄A = ∪{cl(b) | b ∈ Ā}
Íåêà x ∈ ¯̄A. Òîãàâà x ∈ cl(b) çà íÿêîå b ∈ Ā, òîåñò çà íÿêîå b ∈

∪{cl(a) | a ∈ A}. Òîãàâà ñúùåñòâóâà a ∈ A, òàêîâà ÷å b ∈ cl(a) è îò (AO2)

èìàìå cl(b) ⊆ cl(a). Òîãàâà x ∈ cl(a). Òàêà âèäÿõìå, ÷å àêî x ∈ ¯̄A, òî ñúùåñò-
âóâà a ∈ A, ÷å x ∈ cl(a). Òîåñò x ∈ ∪{cl(a) | a ∈ A} èëè x ∈ Ā. Ñëåäîâàòåëíî
¯̄A ⊆ Ā.

Íî îò âå÷å äîêàçàíîòî (CO2) ñëåäâà, ÷å Ā ⊆ ¯̄A, ñëåäîâàòåëíî ¯̄A = Ā.
Òîåñò ¯ å îïåðàòîð íà Êóðàòîâñêè.

Îò ïðåäíîòî òâúðäåíèå ñëåäâà, ÷å ïðîñòðàíñòâîòî å àëåêñàíäðîâñêî.

Íåêà (X, τ) å àëåêñàíäðîâñêî ïðîñòðàíñòâî. Òîãàâà çà âñÿêî A ⊆ X îò
ïðåäíîòî òâúðäåíèå èìàìå Ā = ∪ā | a ∈ A.

Çà âñÿêî a ∈ X ïîëàãàìå cl(a) � ā. Òîãàâà (AO1) î÷åâèäíî å èçïúëíåíî,
è àêî x ∈ cl(y), òî x ∈ ȳ, ñëåäîâàòåëíî x̄ ⊆ ȳ, òîåñò cl(x) ⊆ cl(y), òîåñò (AO2)
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å èçïúëíåíî. Òîãàâà àêî îçíà÷èì îïåðàòîðúò îò òåîðåìàòà ñ ¯cl, òî èìàìå
ðàâåíñòâàòà (çà âñÿêî A ⊆ X):
Ācl = ∪{cl(a)|a ∈ A} = ∪{ā|a ∈ A} = Ā
Òîåñò îïåðàòîðúò íà Êóðàòîâñêè ïîðîäåí îò τ ñúâïàäà ñ äåôèíèðàíèÿò.

Äåôèíèöèÿ. Îïåðàòîðèòå cl : X → P(X) ñúñ ñâîéñòâàòà (AO1) è (AO2)
ñå íàðè÷àò îïåðàòîðè íà Àëåêñàíäðîâ â X.

Ñëåäñòâèå: ÍåêàX å ìíîæåñòâî. Òîãàâà ñúùåñòâóâà áèåêòèâíî ñúîòâåòñ-
òâèå ìåæäó àëåêñàíäðîâñêèòå òîïîëîãèè â X å îïåðàòîðèòå íà Àëåêñàíäðîâ
â X.
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10 T0-ïðîñòðàíñòâà . . .
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11 Âúòðåøíîñò . . .
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